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Ch−¬ng  

1 
TÝn hiÖu vμ hÖ thèng rêi r¹c 

 
I. Më ®Çu 
 TÝn hiÖu sè lμ tÝn hiÖu ®−îc biÓu diÔn b»ng mét d·y sè. Xö lý tÝn hiÖu sè bao hμm 
mäi phÐp xö lý c¸c d·y sè ®Ó cã ®−îc c¸c th«ng tin cÇn thiÕt nh− ph©n tÝch, tæng hîp, m· 
ho¸, ®Æc biÖt lμ lo¹i bá giao thoa tÝn hiÖu, lo¹i bá nhiÔu, nhËn ®−îc phæ tÝn hiÖu, biÕn ®æi 
tÝn hiÖu sang d¹ng míi phï hîp h¬n. Nh×n chung, c¸c hÖ thèng xö lý tÝn hiÖu phøc t¹p ®Òu 
dùa trªn c¸c phÐp xö lý c¬ b¶n sau: 
 1. TÝch  chËp. 
 2. T−¬ng quan, bao gåm hai lo¹i: tù t−¬ng quan vμ t−¬ng quan chÐo. Hμm t−¬ng 
quan chÐo dïng ®Ó ®o møc ®é t−¬ng tù nhau gi÷a hai tÝn hiÖu. Nã ®−îc dïng ®Ó ph©n tÝch 
phæ chÐo, ph¸t hiÖn tÝn hiÖu trªn mét nÒn nhiÔu nh− viÖc ph¸t hiÖn tÝn hiÖu ph¶n håi 
trong kü thuËt rada, t×m mÉu t−¬ng ®ång nhau trong nhËn d¹ng, ®o ®é trÔ. 
 3. Läc sè: lμ mét thao t¸c c¬ b¶n, th−êng ®−îc sö dông nh»m khö nhiÔu, chän b¨ng 
th«ng. 
 4. C¸c phÐp biÕn ®æi rêi r¹c: cho phÐp biÓu diÔn tÝn hiÖu rêi r¹c trong kh«ng gian 
tÇn sè hoÆc chuyÓn ®æi gi÷a thêi gian vμ tÇn sè. Phæ cña tÝn hiÖu cã thÓ nhËn ®−îc b»ng 
c¸ch ph©n nhá nã thμnh c¸c thμnh phÇn tÇn sè. 
 5. §iÒu chÕ. TÝn hiÖu sè th−êng kh«ng ®−îc truyÒn ®i trªn ®−êng dμi hoÆc l−u tr÷ 
víi sè l−îng lín. TÝn hiÖu th−êng ®−îc ®iÒu chÕ ®Ó lμm cho ®Æc tÝnh tÇn sè cña nã phï hîp 
víi c¸c ®Æc tÝnh cña ®−êng truyÒn hoÆc cña ph−¬ng tiÖn l−u tr÷ nh»m lμm gi¶m tèi thiÓu 
mÐo, nh»m sö dông b¨ng tÇn mét c¸ch cã hiÖu qu¶ hoÆc nh»m ®¶m b¶o tÝn hiÖu cã mét sè 
tÝnh chÊt mong muèn.  
 Xö lý tÝn hiÖu sè ngμy cμng ®−îc sö dông trong nhiÒu lÜnh vùc mμ tr−íc ®©y tÝn 
hiÖu t−¬ng tù ®−îc dïng lμ chÝnh; ngay c¶ trong nh÷ng lÜnh vùc rÊt khã hoÆc kh«ng thÓ ¸p 
dông víi tÝn hiÖu t−¬ng tù. Xö lý tÝn hiÖu sè cã nh÷ng ®iÓm −u viÖt sau: 
 1. §é chÝnh x¸c cao: ®é chÝnh x¸c phô thuéc vμo sè bits dïng ®Ó biÓu diÔn tÝn hiÖu 
sè. 
 2. Sao chÐp trung thùc nhiÒu lÇn. 
 3. TÝnh bÒn v÷ng: c¸c hÖ thèng xö lý tÝn hiÖu sè kh«ng bÞ ¶nh h−ëng bëi nhiÖt ®é 
hay thêi gian nh− c¸c hÖ thèng t−¬ng tù. 
 4. TÝnh linh ho¹t vμ mÒm dÎo: chøc n¨ng xö lý cña c¸c hÖ thèng xö lý tÝn hiÖu sè 
hoμn toμn cã thÓ can thiÖp b»ng phÇn mÒm, do ®ã ®¶m b¶o tÝnh linh ho¹t vμ mÒm dÎo. 
   
I.1. C¸c ®Þnh nghÜa 
a. TÝn hiÖu 
 TÝn hiÖu lμ biÓu diÔn vËt lý cña th«ng tin. 
VÝ dô:  
 - C¸c tÝn hiÖu nh×n thÊy lμ c¸c sãng ¸nh s¸ng mang th«ng tin tíi m¾t ta. 
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 - C¸c tÝn hiÖu nghe thÊy lμ c¸c sù biÕn ®æi cña ¸p suÊt kh«ng khÝ truyÒn th«ng tin 
tíi tai. 
b. BiÓu diÔn to¸n häc cña tÝn hiÖu 
 VÒ mÆt to¸n häc, tÝn hiÖu ®−îc biÓu diÔn bëi mét hμm cña mét hoÆc nhiÒu biÕn ®éc 
lËp. 
VÝ dô:  TÝn hiÖu cña tai nghe Sa(t) lμ hμm mét biÕn sè (biÕn thêi gian t), ®−îc biÓu diÔn 
nh− sau: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
H×nh 1.1. TÝn hiÖu tai nghe. 

c. §Þnh nghÜa tÝn hiÖu liªn tôc 
 - NÕu biÕn ®éc lËp cña sù biÓu diÔn to¸n häc cña mét tÝn hiÖu lμ liªn tôc, th× tÝn 
hiÖu ®ã ®−îc gäi lμ liªn tôc. 
 Dùa vμo biªn ®é, tÝn hiÖu liªn tôc ®−îc ph©n thμnh thμnh tÝn hiÖu t−¬ng tù vμ tÝn 
hiÖu l−îng tö ho¸. 
+. TÝn hiÖu t−¬ng tù: 
 NÕu biªn ®é cña tÝn hiÖu liªn tôc lμ liªn tôc th× tÝn hiÖu ®ã ®−îc gäi lμ tÝn hiÖu 
t−¬ng tù. 
+. TÝn hiÖu l−îng tö ho¸: 
 NÕu biªn ®é cña tÝn hiÖu liªn tôc lμ rêi r¹c th× tÝn hiÖu ®ã ®−îc gäi lμ tÝn hiÖu l−îng 
tö ho¸. 
VÝ dô: BiÓu diÔn c¸c tÝn hiÖu t−¬ng tù vμ tÝn hiÖu l−îng tö ho¸ nh− c¸c h×nh 1.2a vμ 1.2b 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (a)      (b) 

H×nh 1.2. tÝn hiÖu t−¬ng tù (a) vμ tÝn hiÖu l−îng tö ho¸ (b). 
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d. §Þnh nghÜa tÝn hiÖu rêi r¹c 
 - NÕu tÝn hiÖu ®−îc biÓu diÔn bëi hμm cña c¸c biÕn rêi r¹c, th× tÝn hiÖu ®ã ®−îc gäi 
lμ tÝn hiÖu rêi r¹c. 
 Dùa vμo biªn ®é, tÝn hiÖu rêi r¹c ®−îc ph©n thμnh tÝn hiÖu lÊy mÉu vμ tÝn hiÖu sè. 
- TÝn hiÖu lÊy mÉu 
 NÕu biªn ®é cña tÝn hiÖu rêi r¹c lμ liªn tôc (kh«ng ®−îc l−îng tö ho¸) th× ®ã ®−îc 
gäi lμ tÝn hiÖu lÊy mÉu, tÝn hiÖu nμy thu ®−îc nhê lÊy mÉu tõ tÝn hiÖu t−¬ng tù. 
- TÝn hiÖu sè 
 NÕu biªn ®é cña tÝn hiÖu rêi r¹c lμ rêi r¹c, th× tÝn hiÖu ®ã ®−îc gäi lμ tÝn hiÖu sè. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

(a)      (b) 
H×nh 1.3. tÝn hiÖu lÊy mÉu (a) vμ tÝn hiÖu sè (b). 

 
II. TÝn hiÖu rêi r¹c 
II.1. BiÓu diÔn tÝn hiÖu rêi r¹c. 
a. BiÓu diÔn to¸n häc 
 TÝn hiÖu rêi r¹c ®−îc biÓu diÔn b»ng mét d·y c¸c gi¸ trÞ thùc hoÆc phøc, nÕu nã 
®−îc h×nh thμnh bëi c¸c gi¸ trÞ thùc, th× nã ®−îc gäi lμ tÝn hiÖu thùc; cßn nÕu ®−îc h×nh 
thμnh bëi c¸c gi¸ trÞ phøc, th× ®−îc gäi lμ tÝn hiÖu phøc. 
 Ta ®−a vμo c¸c ký hiÖu nh− sau:  xs(nTs): tÝn hiÖu lÊy mÉu;  xd(nTs): tÝn hiÖu sè vμ 
x(nTs): lμ tÝn hiÖu rêi r¹c nãi chung. §Ó tiÖn cho c¸ch biÓu diÔn tÝn hiÖu rêi r¹c, chóng ta 
sÏ chuÈn ho¸ biÕn sè ®éc lËp nTs bëi chu kú lÊy mÉu Ts (t−¬ng øng trong miÒn tÇn sè, 
chuÈn ho¸ theo tÇn sè lÊy mÉu Fs) nh− sau: 
 
    
 C¸ch biÓu diÔn to¸n häc tÝn hiÖu rêi r¹c x(n) cô thÓ nh− sau: 

  
⎩
⎨
⎧

><
≤≤

=
21
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)n(x   (1.2.1) 

 
b. BiÓu diÔn ®å thÞ 
VÝ dô: 
 BiÓu diÔn to¸n cña mét tÝn hiÖu rêi r¹c nh− sau: 

xs(nTs) 

0 n n

xd(nTs) 
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chuÈn ho¸ bëi Tsx(nTs) x(n)



BM Kü ThuËt M¸y TÝnh - Trung t©m Kü ThuËt M¸y TÝnh - §H KTCN Th¸i Nguyªn 
 http://www.ebook.edu.vn  Bμi gi¶ng Xö Lý TÝn HiÖu Sè 

Ng« Nh− Khoa - Photocopyable  
 4

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><

≤≤−
=

4nand0n0

4n0
4
n1

)n(x  

 
BiÓu diÔn ®å thÞ cña tÝn hiÖu rêi r¹c trªn nh− h×nh 1.4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 1.4. BiÓu diÔn ®å thÞ tÝn hiÖu rêi r¹c. 
 
II.2. Mét sè d·y c¬ b¶n. 
a. D·y xung ®¬n vÞ. 
 Trong miÒn n, d·y xung ®¬n vÞ ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
0n0
0n1

)n(δ        (1.2.2) 

b. D·y nhÈy ®¬n vÞ. 
Trong miÒn n, d·y nh¶y ®¬n vÞ ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
0n0
0n1

)n(u        (1.1.3) 

c. D·y ch÷ nhËt. 
Trong miÒn n, d·y ch÷ nhËt ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

⎩
⎨
⎧

><
≤≤

=
1

1
N Nnand0n0

Nn01
)n(rect     (1.2.4) 

d. D·y hμm mò thùc. 
Trong miÒn n, d·y hμm mò thùc ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

⎩
⎨
⎧

<
≤

=
0n0
n0a

)n(e
n

       (1.2.5) 

D·y nμy t¨ng hoÆc gi¶m tuú thuéc vμo tham sè a lín h¬n hay nhá h¬n 1. nh− h×nh 1.5(a 
vμ b) 
 
 
 
 

x(n) 
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1 2 3 40 -1 5

1 

n
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   (a). a<1     (b). a>1  

H×nh 1.5. BiÓu diÔn ®å thÞ d·y hμm mò thùc. 
e. D·y sin. 

Trong miÒn n, d·y sin ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 
  s(n) = sin(ω0n).       (1.2.6) 

§å thÞ cña s(n) ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh 1.6, víi 
8

2
0

πω =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 1.6. BiÓu diÔn ®å thÞ d·y sin. 
II.3. C¸c phÐp to¸n ®èi víi tÝn hiÖu rêi r¹c. 
a. Tæng cña hai d·y. 
 §Þnh nghÜa: Tæng cña hai d·y nhËn ®−îc b»ng c¸ch céng tõng ®«i mét c¸c gi¸ trÞ 
mÉu ®èi víi cïng mét trÞ sè cña biÕn ®éc lËp. 
b. TÝch cña hai d·y. 
 TÝch cña hai d·y nhËn ®−îc b»ng c¸ch nh©n tõng ®«i mét c¸c gi¸ trÞ mÉu ®èi víi 
cïng mét trÞ sè cña biÕn ®éc lËp. 
 
 
 
c. TÝch víi h»ng sè. 
 TÝch cña mét d·y víi mét h»ng sè nhËn ®−îc b»ng c¸ch nh©n tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ mÉu 
cña mét d·y víi chÝnh h»ng sè ®ã. 
 
 
 

e(n)

0 

1 

n

1
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e(n)
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8

2sin( π
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d. TrÔ (phÐp dÞch) 
 Ta nãi r»ng d·y x2(n) lμ d·y lÆp l¹i trÔ cña d·y x1(n) kh¸c nÕu ta cã: 
  x2(n) = x1(n-n0): víi mäi n, n0 nguyªn. 
 
VÝ dô trªn h×nh 1.7 biÓu diÔn ®å thÞ hai d·y x1(n) vμ x2(n), víi x2(n) = x1(n-1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 1.7. BiÓu diÔn tÝn hiÖu trÔ. 
III. C¸c hÖ thèng tuyÕn tÝnh bÊt biÕn 
 Do tÝnh kh¶ hiÖn cña hÖ thèng tuyÕn tÝnh bÊt biÕn vÒ c¶ lý thuyÕt vμ thùc hμnh, 
nªn trong gi¸o tr×nh nμy, chóng ta chØ h¹n chÕ nghiªn cøu c¸c hÖ tuyÕn tÝnh bÊt biÕn. 
 
III.1. C¸c hÖ thèng tuyÕn tÝnh 
a. §Þnh nghÜa 
 Mét hÖ thèng tuyÕn tÝnh ®−îc ®Æc tr−ng bëi to¸n tö T (lμm nhiÖm vô biÕn ®æi d·y 
vμo x(n) thμnh d·y ra y(n)) tho¶ m·n nguyªn lý xÕp chång, tøc lμ: 
 T[ax1(n) + bx2(n)] = aTx1(n) + bTx2(n) = ay1(n) + by2(n)       (1.3.1) 
trong ®ã: a, b lμ c¸c h»ng sè, y1(n) lμ ®¸p øng cña kÝch thÝch x1(n) vμ y2(n) lμ ®¸p øng cña 
kÝch thÝch x2(n). 
b. §¸p øng xung cña hÖ thèng tuyÕn tÝnh. 
 Mét d·y bÊt kú x(n) cã thÓ ®−îc biÓu diÔn b»ng tæng: 

  ∑
∞

−∞=

−=
k

)kn()k(x)n(x δ  

Víi hÖ thèng tuyÕn tÝnh, ta cã: 

 [ ] [ ]∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−==

kk
)kn(T)k(x)kn()k(xT)n(xT)n(y δδ     (1.3.2) 

NÕu ký hiÖu hk(n) lμ ®¸p øng cña hÖ thèng víi kÝch thÝch δ(n-k), cã nghÜa: hk(n) = 
T[δ(n-k)]. 

 
 
 

1 2 3 4 

1 

0 n

x1(n) 

2 3 4 5 6

1

0 n

x2(n)

T
Vμo δ(n-k) Ra 

T[δ(n-k)] = hk(n) 
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Cuèi cïng ta cã: ∑
∞

−∞=

=
k

k )n(h)k(x)n(y . §¸p øng hk(n) ®−îc gäi lμ ®¸p øng xung cña 

hÖ thèng tuyÕn tÝnh. 
NhËn xÐt: 

- C¸c hÖ thèng tuyÕn tÝnh ®−îc ®Æc tr−ng hoμn toμn bëi ®¸p øng xung cña nã. 
- hk(n) lμ hμm cña k vμ n, nh− vËy ë c¸c gi¸ trÞ k kh¸c nhau sÏ cho ta c¸c ®¸p øng 

xung kh¸c nhau, hÖ thèng tuyÕn tÝnh  nμy sÏ phô thuéc vμo biÕn k, nÕu k lμ biÕn thêi 
gian, th× ta cã hÖ thèng tuyÕn tÝnh phô thuéc thêi gian. 

Sau ®©y chóng ta sÏ kh¶o s¸t hÖ thèng tuyÕn tÝnh bÊt biÕn theo k. 
 
III.2. C¸c hÖ thèng tuyÕn tÝnh bÊt biÕn. 
a. §Þnh nghÜa. 
 NÕu y(n) lμ ®¸p øng cña kÝch thÝch x(n), th× hÖ thèng tuyÕn tÝnh gäi lμ tuyÕn tÝnh 
bÊt biÕn (TTBB) khi y(n-k) lμ ®¸p øng cña kÝch thÝch x(n-k): (k nguyªn). 

VÝ dô: HÖ thèng y(n) = 2x(n) +3x(n-1) lμ hÖ thèng TTBB. 
b. TÝch chËp. 
 Khi hÖ thèng lμ TTBB th× ta cã quan hÖ sau: 
  T[δ(n)] = h(n) 
  T[δ(n-k)] = h(n-k) = hk(n). 

 vμ: ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−==
kk

k )kn(h)k(x)n(h)k(x)n(y         (1.3.3) 

 
Khi ®ã, hk(n) lμ ®¸p øng xung cña hÖ thèng tuyÕn tÝnh. Cßn h(n) lμ ®¸p øng xung 

cña hÖ thèng TTBB, kh«ng phô thuéc vμo k, tøc lμ nÕu biÕn lμ thêi gian th× t¹i mäi thêi 
®iÓm kh¸c nhau ®¸p øng xung cña hÖ thèng TTBB lu«n lμ h(n). Nh− vËy, ®¸p øng xung 
h(n) sÏ ®Æc tr−ng hoμn toμn cho mét hÖ thèng TTBB. 
vμ ta cã quan hÖ: 

  )n(h*)k(x)kn(h)k(x)n(y
k

=−= ∑
∞

−∞=

        (1.3.4) 

Quan hÖ (1.3.3) ®−îc gäi lμ tÝch chËp cña x(n) vμ h(n). 
 Chó ý: TÝch chËp nμy chØ ®óng víi hÖ thèng TTBB, v× nã ®−îc ®Þnh nghÜa chØ cho hÖ 
thèng nμy. 

VÝ dô:  Cho x(n) = rect5(n) vμ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><

≤≤−
=

4n,0n0

4n0
4
n1

)n(h  

TÝnh tÝch chËp x(n)*h(n). 
Gi¶i: 
 Tõ c«ng thøc tÝch chËp (1.3.3): 

∑
∞

−∞=

−==
k

)kn(h)k(x)n(h*)k(x)n(y  

ta thùc hiÖn c¸c b−íc: 
 - §æi biÕn sè n thμnh k 
  x(k) = rect5(k) 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−<−

≤−≤
−

−
=−

4kn,0kn0

4kn0
4

kn1
)kn(h  

V×    
⎩
⎨
⎧

><
≤≤

=
4k,0k0

4k01
)k(x  

 
Nªn ta cã: Tæng k chØ cÇn tÝnh tõ 0 ®Õn 4 vμ n chØ x¸c ®Þnh tõ 0 ®Õn 8. 

- Víi n = 0 ta cã: 10.10.10.10.11.1)k(h)k(x)0(y
4

0k

=++++=−=∑
=

 

- Víi n = 1 ta cã: 75,10.10.10.11.175,0.1)k1(h)k(x)1(y
4

0k
=++++=−=∑

=

 

- Víi n = 2 ta cã: 25,20.10.11.175,0.15,0.1)k2(h)k(x)2(y
4

0k
=++++=−=∑

=

 

- Víi n = 3 ta cã: 5,20.11.175,0.15,0.125,0.1)k3(h)k(x)3(y
4

0k
=++++=−=∑

=

 

- Víi n = 4 ta cã: 5,21.175,0.15,0.125,0.10.1)k4(h)k(x)4(y
4

0k

=++++=−=∑
=

 

- Víi n = 5 ta cã: 5,175,0.15,0.125,0.10.10.1)k5(h)k(x)5(y
4

0k
=++++=−=∑

=

 

- Víi n = 6 ta cã: 75,05,0.125,0.10.10.10.1)k6(h)k(x)6(y
4

0k

=++++=−=∑
=

 

- Víi n = 7 ta cã: 25,025,0.10.10.10.10.1)k7(h)k(x)7(y
4

0k

=++++=−=∑
=

 

- Víi n = 8 ta cã: 00.125,0.10.10.10.1)k8(h)k(x)8(y
4

0k
=++++=−=∑

=

 

Cuèi cïng, ta cã y(n) ®−îc biÓu diÔn b»ng ®å thÞ sau: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 1.8. §å thÞ ®¸p øng ra cña hÖ thèng TTBB 

n

1 

0 1 

x(n) 

n1 0 

h(n) 

n0 2 3 4 5 6 7 81

y(n) = x(n)*h(n)

1

1
1,5

2,5
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c. C¸c tÝnh chÊt cña tÝch chËp 
- TÝch chËp cã tÝnh chÊt giao ho¸n. 
  y(n) = x(n)*h(n) = h(n)*x(n).        (1.3.5) 

Chøng minh: Tõ biÓu thøc: ∑
+∞

−∞=

−=
k

)k(h)kn(x)n(y . 

 Thay biÕn:  n - k  = l ⇒ k = n - l;  k : - ∞ -> l : +∞ vμ k : + ∞ -> l : -∞ 

⇒ )ln(x)l(h)l(h)ln(x
ll

−=− ∑∑
+∞

−∞=

−∞

+∞=

 ⇒  y(n) = h(n)*x(n).  

 
- TÝch chËp cã tÝnh kÕt hîp. 
  y(n) = x(n)*[h1(n) * h2(n)] = [x(n)*h1(n)]*h2(n).       (1.3.6) 

Quan hÖ (1.3.6) cho thÊy viÖc m¾c nèi tiÕp hai hÖ thèng TTBB cã ®¸p øng xung 
h1(n) vμ h2(n) sÏ t−¬ng ®−¬ng víi mét hÖ thèng TTBB cã ®¸p øng xung lμ tÝch chËp cña 
h1(n) vμ h2(n). 
Chøng minh: 

 

[ ] [ ]

[ ]

[ ] )n(h*)n(h*)n(x

)l(h]k)ln[(h)k(x

]l)kn[(h)l(h)k(x

)kn(h*)kn(h)k(x

)kn(h*)kn(h)k(x)n(h*)n(h*)n(x

21

2
l

1
k

k
1

l
2

k
12

k
2121

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=

−−=

−−=

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

 

- TÝch chËp cã tÝnh ph©n phèi. 
  y(n) = x(n)*[h1(n) + h2(n)] = [x(n)*h1(n)] + [x(n)*h2(n)]       (1.3.7) 

 Quan hÖ (1.3.7) cho thÊy viÖc m¾c song song hai hÖ thèng TTBB cã ®¸p øng xung 
h1(n) vμ h2(n) sÏ t−¬ng ®−¬ng víi mét hÖ thèng TTBB cã ®¸p øng xung lμ tæng cña h1(n) vμ 
h2(n). 
Chøng minh: 

[ ] [ ]

[ ] [ ])n(h*)n(x)n(h*)n(x

)kn(h)k(x)kn(h)k(x

)kn(h)kn(h)k(x)n(h)n(h*)n(x

21

k
2

k
1

k
2121

+=

−+−=

−+−=+

∑∑

∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

 

VÝ dô: Cho ba hÖ thèng tuyÕn tÝnh bÊt biÕn h1(n), h2(n) vμ h3(n), theo s¬ ®å sau (h×nh 1.9): 

  
 
 
 
 
 

H×nh 1.9. S¬ ®å hÖ thèng TTBB 

h1(n)

h2(n)

h3(n)+
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Víi:  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−

=
0

2n0
2
n1

)n(h1  h2(n) = )6n(u)2n(u)1n(
2
1

−−−+−δ  

 vμ h3(n) = rect11(n). TÝnh h(n) cña hÖ thèng. 
Gi¶i: Tõ s¬ ®å cña hÖ thèng ta cã ®¸p øng xung cña hÖ th«ng x¸c ®Þnh nh− sau: 

 h(n) = [h1(n) + h2(n)]*h3(n). BiÓu diÔn c¸c ®¸p øng xung d¹ng ®å thÞ nh− sau (h×nh 
1.10): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
H×nh 1.10. BiÓu diÔn ®¸p øng xung cña hÖ thèng. 

 

h1(n) 

1 

0,5 

1 

n0 1 2 h2(n) 

n0 1 2 3 4 5 6
h1(n)+h2(n) = rect6(n)

n0 1 2 3 4 5 6

1 

h3(n)=rect11(n)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

1 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 n

1 

2 

3 

4 
5 

6 h(n) 

14 15 16 
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III.3. HÖ nh©n qu¶. 
a. §Þnh nghÜa 
 Mét hÖ thèng TTBB gäi lμ nh©n qu¶ nÕu ®¸p øng ra cña nã ë mét thêi ®iÓm bÊt kú 
chØ phô thuéc vμo kÝch thÝch cña nã trong qu¸ khø hoÆc hiÖn t¹i (®éc lËp ë c¸c thêi ®iÓm 
t−¬ng lai). 
b. §¸p øng xung cña hÖ nh©n qu¶. 
§Þnh lý:  

§¸p øng xung cña hÖ nh©n qu¶ ph¶i b»ng 0 (h(n) = 0) víi mäi n < 0. 
Chøng minh: 
 Gi¶ sö ta cã hai kÝch thÝch x1(n) vμ x2(n): x1(n) = x2(n)  víi n<n0. 
            x1(n) ≠ x2(n)  víi n≥n0. 
 Ta cã ®¸p øng ra cña hÖ thèng TTBB:  

∑

∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−=

−=

k
22

k
11

)kn(h)k(x)n(y

)kn(h)k(x)n(y
 

NÕu hÖ nμy lμ hÖ nh©n qu¶ th× ta cã: y1(n) = y2(n) víi n < n0. BiÕn ®æi tæng trªn ta ®−îc: 

   

∑∑

∑∑
∞

=

−

−∞=

∞

=

−

−∞=

−+−=

−+−=

0

0

0

0

nk
2

1n

k
22

nk
1

1n

k
11

)kn(h)k(x)kn(h)k(x)n(y

)kn(h)k(x)kn(h)k(x)n(y
 

Víi k < n0 ta cã: 

 

[ ]∑

∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

−−=

−−−=−

0

00

nk
21

nk
2

nk
121

)kn(h)k(x)k(x

)kn(h)k(x)kn(h)k(x)n(y)n(y
 

V× víi k ≥ n0 ta cã: x1(k) ≠ x2(k); mÆt kh¸c víi n < n0 th× y1(n) = y2(n). Do ®ã, h(n-k) = 
h(m) = 0 víi m = n - k < 0.  

- §èi víi hÖ TTBB vμ nh©n qu¶, d¹ng  chung cña c«ng thøc tÝnh tæng chËp sÏ ®¬n 
gi¶n thμnh: 

∑∑∑
∞

=−∞=

∞

−∞=

−=−=−=
0k

n

kk
)k(h)kn(x)kn(h)k(x)kn(h)k(x)n(y                (1.3.8) 

 - NÕu ®¸p øng xung cã ®é dμi h÷u h¹n N th×: 

∑
=

−=
N

0k
)k(h)kn(x)n(y                 (1.3.9) 

 
III.4. HÖ thèng tuyÕn tÝnh bÊt biÕn æn ®Þnh. 
a. §Þnh nghÜa: 
 Mét hÖ thèng ®−îc gäi lμ æn ®Þnh, nÕu vμ chØ nÕu víi d·y ®Çu vμo h÷u h¹n, ta cã 
d·y ®Çu ra h÷u h¹n. 
b. §Þnh lý: 
 Mét hÖ thèng TTBB lμ æn ®Þnh khi vμ chØ khi ®¸p øng xung cña nã tho¶ m·n ®iÒu 
kiÖn sau: 
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  ∑
∞

−∞=

∞<=
n

)n(hS           (1.3.10) 

Chøng minh: Ta cÇn chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn vμ ®ñ ®Ó hÖ thèng æn ®Þnh. 
- §iÒu kiÖn ®ñ: nÕu víi x(n) bÞ chÆn víi mäi n mμ ta cã: 

  ∑
∞

−∞=

∞<=
n

)n(hS  th× y(n) < ∞ víi mäi n. 

Ta cã: ∑∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

−≤−=⇒−=
kkk

)kn(x)k(h)kn(x)k(h)n(y)kn(x)k(h)n(y  

Nh− vËy, nÕu kÝch thÝch x(n) bÞ h¹n chÕ, th× ta cã: x(n) ≤ M <∞: víi mäi n (√n). Khi 

®ã:  ∑
∞

−∞=

≤
k

)k(hM)n(y  

Theo gi¶ thiÕt, nÕu: ∞<∑
∞

−∞=k
)k(h   th× : ∞<)n(y  víi mäi n. 

- §iÒu kiÖn cÇn: theo ®Þnh nghÜa hÖ æn ®Þnh, ta ph¶i cã  y(n) <∞ víi mäi n. Do ®ã ®iÒu kiÖn 
cÇn cã thÓ ®−îc chøng minh t¹i mét mÉu n nμo ®ã mμ y(n) kh«ng bÞ chÆn víi gi¶ thiÕt tæng 
kh«ng bÞ chÆn. 
 Ta xÐt mÉu n = 0. 

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−=⇒=−=
kk

)k(h)k(x)0(y0n:)kn(h)k(x)n(y     

Gi¶ sö cho t¸c ®éng x(0) = 1 nÕu h(-n) > 0 vμ  ng−îc l¹i: x(0) = -1 nÕu h(-n) < 0. 

 Khi ®ã: ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞=−=−=
kk

)k(h)k(h)k(x)0(y . Do vËy tÝn hiÖu ra kh«ng bÞ chÆn nÕu 

kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (1.2.10). 
VÝ dô: 
 Víi hÖ cã ®¸p øng xung d¹ng h(n) = an.u(n). 
Ta thÊy: ®¸p øng xung cña hÖ h(n) = 0 víi n < 0; do ®ã ®©y lμ hÖ nh©n qu¶. §Ó xÐt tÝnh æn 
®Þnh ta cã: 

  ∑∑
∞

=

∞

−∞=

==
0n

n

n
a)n(hS .  

Chuçi luü thõa nμy sÏ héi tô vμ S = 1/(1-⏐a⏐) víi ⏐a⏐<1. Nã sÏ ph©n kú nÕu ⏐a⏐> 1. Do 
vËy hÖ chØ æn ®Þnh nÕu ⏐a⏐<1. 
 
IV. C¸c ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh hÖ sè h»ng 
IV.1. Ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh 
 VÒ mÆt to¸n häc, kÝch thÝch vμo x(n) vμ ®¸p øng ra y(n) cña hÇu hÕt c¸c hÖ thèng 
tuyÕn tÝnh tho¶ m·n mét ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh sau: 

  ∑∑
==

−=−
M

0r
r

N

0k
k )rn(x)n(b)kn(y)n(a          (1.4.1) 

 Trong ®ã N, M nguyªn d−¬ng, N lμ bËc cña ph−¬ng tr×nh sai ph©n. Trong ph−¬ng 
tr×nh nμy, tËp hîp c¸c hÖ sè ak(n) vμ br(n) sÏ biÓu diÔn toμn bé hμnh vi cña hÖ thèng víi 
mét gi¸ trÞ n cho tr−íc. 
IV.2. Ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh hÖ sè h»ng 
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a. D¹ng tæng qu¸t 
 Trong ch−¬ng tr×nh, ®èi t−îng nghiªn cøu lμ c¸c hÖ thèng TTBB. C¸c hÖ thèng nμy 
cã d·y vμo vμ ra cña hÖ thèng liªn hÖ víi nhau bëi mét ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh 
hÖ sè h»ng bËc N nh− sau: 

  ∑∑
==

−=−
M

0r
r

N

0k
k )rn(xb)kn(ya                         (1.4.2) 

 Khi ®ã, tËp hîp c¸c hÖ sè ak vμ br ®Æc tr−ng cho hÖ thèng TTBB. 
Tõ (1.4.2), nÕu a0 ≠ 0 th× ta cã: 

  

0

k
k

0

r
r

N

1k
k

M

0r
r

a
a'a;

a
b'b

)kn(y'a)rn(x'b)n(y

==

−−−= ∑∑
==              (1.4.3) 

VÝ dô: 
 XÐt ph−¬ng tr×nh sai ph©n bËc nhÊt: y(n) = ay(n-1) + x(n). T×m ®¸p øng xung cña 
hÖ thèng víi ®iÒu kiÖn ®Çu y(n) = 0 víi n <0. 
 Gi¶i: 
 Gi¶ thiÕt kÝch thÝch lμ d·y xung ®¬n vÞ: x(n) = δ(n). khi ®ã ®¸p øng ra chÝnh lμ ®¸p 
øng xung cña hÖ thèng: y(n) = h(n). 
- Víi ®iÒu kiÖn ®Çu: y(n) = 0  víi  n<0 ta cã: 
     h(n) = 0  víi  n < 0.    (1) 
     h(0) = ah(-1) + δ(0) = a.0 + 1 = 1. 
     h(1) = ah(0) + δ(1) = a.1 + 0 = a. 
     h(2) = ah(1) + δ(2) = a.a + 0 = a2.            (2)   

  h(3) = ah(2) + δ(3) = a.a2 + 0 = a3. 
     … 
    h(n) = ah(n-1) + δ(n) = an. 
KÕt hîp (1), (2) ta cã: h(n) = an u(n). §©y lμ hÖ thèng nh©n qu¶. 
 
b. NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh (PTSPTT) hÖ sè h»ng. 
C¸c b−íc gi¶i hÖ PTSPTT  hÖ sè h»ng: 
1. T×m nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt 
Ph−¬ng tr×nh sai ph©n thuÇn nhÊt cã d¹ng:   

0)kn(ya
N

0k
k =−∑

=
         (1.4.4) 

Th«ng th−êng, nghiÖm cña (1.4.4) cã d¹ng mò: y0(n) = αn. Thay vμo (1.4.4) ta ®−îc: 
 a0αN + a1αN -1 + a2αN - 2 +…aN-1α + aN = 0         (1.4.5) 
 Ph−¬ng tr×nh nμy gäi lμ ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng cña hÖ thèng, ®a thøc ë vÕ tr¸i gäi lμ ®a 
thøc ®Æc tr−ng bËc N.  
 Ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng sÏ cã N nghiÖm, c¸c nghiÖm cã thÓ lμ thùc hoÆc phøc. NÕu 
c¸c nghiÖm trïng nhau, ta cã nghiÖm béi. NÕu c¸c hÖ sè ai cña ph−¬ng tr×nh lμ thùc th× c¸c 
nghiÖm phøc sÏ lμ c¸c cÆp liªn hîp. 
 Gäi αi : i = [1, N] lμ c¸c nghiÖm ®¬n, ta sÏ cã nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh sai 
ph©n thuÇn nhÊt d−íi d¹ng sau: 
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  ∑
=

=+++=
N

1k

n
kk

n
NN

n
22

n
110 aA...AA)n(y αααα                  (1.4.6) 

trong ®ã: Ai lμ c¸c h»ng sè ®−îc x¸c ®Þnh theo c¸c ®iÒu kiÖn ®Çu. 
2. T×m nghiÖm riªng cña ph−¬ng tr×nh sai ph©n kh«ng thuÇn nhÊt. 
 NghiÖm riªng yp(n) th−êng ®−îc chän gièng nh− d¹ng cña x(n). 
3. T×m nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh sai ph©n. 
 NghiÖm tæng qu¸t cña PTSPTT sÏ lμ tæng cña nghiÖm tæng qu¸t cña PTSPTT 
thuÇn nhÊt vμ nghiÖm riªng cña PTSPTT. 
  y(n) = y0(n) + yp(n).                     (1.4.7) 
4. T×m c¸c hÖ sè nhê c¸c ®iÒu kiÖn ®Çu. 
VÝ dô: Gi¶i ph−¬ng tr×nh sai ph©n sau: y(n) + 2y(n-1) = x(n), víi ®iÒu kiÖn ®Çu y(-1) = 0 vμ 

x(n) = n. 
Gi¶i: 
- T×m nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt: y(n) + 2y(n-1) = 0 (*), nghiÖm tæng 
qu¸t y0(n) cã d¹ng: αn. Thay vμo ta ®−îc (*) : 
  αn + 2αn-1 = 0 ⇔ αn-1( α +2 ) = 0 ⇔ α = -2. 
 Nh− vËy ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng chØ cã mét nghiÖm ®¬n α1 = -2. 
⇒  y0(n) = A1α1

n = A1(-2)n         (a) 
- T×m nghiÖm riªng, d¹ng gièng x(n) = n: 
  yp(n) = Bn + C 
trong ®ã: B vμ C lμ c¸c h»ng sè cÇn x¸c ®Þnh. 
 Thay vμo PTSPTT ta ®−îc: 
  Bn + C + 2B(n-1) + 2C = n ⇔ 3Bn + 3C - 2B = n. 

 §ång nhÊt c¸c hÖ sè ta ®−îc: 
9
2C;

3
1B ==  

⇒   
9
2

3
n)n(yp +=         (b) 

- T×m nghiÖm tæng qu¸t y(n): 

  y(n) = y0(n) + yp(n) = )
9
2

3
n()2(A n

1 ++−     (c) 

- X¸c ®Þnh hÖ sè A1:  
 Theo gi¶ thiÕt, y(-1) = 0. Thay vμo (c) ta ®−îc: 

  
9
2A0)

9
2

3
1()2(A)1(y 1

1
1 −=⇔=+

−
+−=− −  

VËy nghiÖm cña PTSPTT lμ: [ ]n)2(1
9
2n

3
1)n(y −−+=  

 
IV.3. §¸p øng xung h÷u h¹n vμ v« h¹n 
 Trong thùc tÕ kü thuËt, ng−êi ta th−êng ph©n biÖt hai tr−êng hîp cña ®¸p øng 
xung: hÖ cã ®¸p øng xung h÷u h¹n vμ hÖ cã ®¸p øng xung v« h¹n. Ta sÏ kh¶o s¸t c¸c hÖ 
trªn øng víi c¸c tr−êng hîp PTSPTT hÖ sè h»ng sau: 

 Tõ PTSPTT hÖ sè h»ng cña hÖ:  ∑∑
==

−=−
M

0r
r

N

0k
k )rn(xb)kn(ya  
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+. NÕu N = 0, th× ph−¬ng tr×nh trë thμnh:  ∑
=

−=
M

0r 0

r )rn(x
a
b)n(y ;  a0 ≠ 0. 

§Æt:   
0

n

a
b)n(h = ;  Ta sÏ cã:  ∑

=

−=
M

0r
)rn(x)r(h)n(y  

§©y chÝnh lμ tÝch chËp gi÷a h(n) vμ x(n) khi h(n) lμ nh©n qu¶ vμ cã chiÒu dμi h÷u 
h¹n: L[h(n)] = M+1; h(n) chÝnh lμ ®¸p øng xung cña hÖ thèng kh«ng ®Ö quy hay hÖ thèng 
cã ®¸p øng xung chiÒu dμi h÷u h¹n (FIR system). 
+. NÕu N ≠  0, th× ph−¬ng tr×nh trë thμnh: 

  

0

k
k

0

r
r

N

1k
k

M

0r
r

a
a'a;

a
b'b

)kn(y'a)rn(x'b)n(y

==

−−−= ∑∑
== ;  a0 ≠ 0. 

Trong quan hÖ trªn ta thÊy r»ng b’r  vμ a’r lμ c¸c h»ng sè, vËy hÖ thèng nμy cã ®¸p 
øng ra phô thuéc vμo kÝch thÝch ë thêi ®iÓm hiÖn t¹i vμ qu¸ khø vμ vμo c¶ ®¸p øng ra ë 
thêi ®iÓm qu¸ khø. 

NÕu gi¶i ph−¬ng tr×nh trªn víi x(n) = δ(n) ®Ó x¸c ®Þnh ®¸p øng xung h(n) ta sÏ thÊy 
®¸p øng xung cña hÖ thèng nμy cã chiÒu dμi v« h¹n. HÖ thèng nμy ®−îc gäi lμ hÖ thèng ®Ö 
quy hay hÖ cã ®¸p øng xung dμi v« h¹n (IIR system). 
 
IV.4. C¸c phÇn tö thùc hiÖn hÖ thèng TTBB. 
 Nhê cã PTSPTT hÖ sè h»ng, chóng ta cã thÓ thùc hiÖn trùc tiÕp c¸c hÖ thèng sè 
b»ng c¸c phÇn tö sau: 
a. C¸c phÇn tö thùc hiÖn. 
C¸c phÇn tö trªn ®−îc biÓu diÔn nh− trong c¸c h×nh sau: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

H×nh 1.11. C¸c phÇn tö c¬ b¶n. 
b. Ph−¬ng tr×nh sai ph©n cña c¸c hÖ thèng. 

 - HÖ thèng kh«ng ®Ö quy:  ∑
=

−+=
M

1r
r0 )rn(xb)n(xb)n(y  

 - HÖ thèng ®Ö quy: ∑∑
==

−−+−+=
N

1k
k

M

1r
r0 )kn(y)a()rn(xb)n(xb)n(y  

D 
x(n) y(n) = x(n-1)

PhÇn tö trÔ 

x(n) y(n)= a.x(n)
PhÇn tö nh©n víi h»ng sè 

a

∑
=

=
M

1i
i )n(x)n(y

+

x1(n) 

x2(n) 

xn(n) 

PhÇn tö céng 
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 - HÖ thèng ®Ö quy thuÇn tuý:   ∑
=

−−+=
N

1k
k0 )kn(y)a()n(xb)n(y  

c. Thùc hiÖn c¸c hÖ thèng rêi r¹c 
 Mét hÖ thèng TTBB nh©n qu¶ vμ æn ®Þnh lμ hÖ thèng thùc hiÖn ®−îcc vÒ mÆt vËt 
lý, cho dï lμ hÖ thèng ®ã lμ kh«ng ®Ö quy, ®Ö quy hay ®Ö quy thuÇn tuý. 
 Dùa vμo ph−¬ng tr×nh sai ph©n hÖ sè h»ng cña tõng hÖ thèng nμy, ta cã thÓ x©y 
dùng s¬ ®å khèi tæng qu¸t cña chóng nh− sau (h×nh 1.12): 

 - HÖ thèng kh«ng ®Ö quy:  

[ ]
4434421

)Mn(x),...,1n(xF

M

1r
r0

1

)rn(xb)n(xb)n(y

−−

=
∑ −+=  

 - HÖ thèng ®Ö quy  

[ ] [ ]
44 344 214434421

)Nn(y),...,1n(yF

N

1k
k

)Mn(x),...,1n(xF

M

1r
r0

21

)kn(y)a()rn(xb)n(xb)n(y

−−

=

−−

=
∑∑ −−+−+=  

 - HÖ thèng ®Ö quy thuÇn tuý  

[ ]
44 344 21

)Nn(y),...,1n(yF

N

1k
k0

2

)kn(y)a()n(xb)n(y

−−

=
∑ −−+=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 1.12a. HÖ thèng kh«ng ®Ö quy 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 1.12b. HÖ thèng ®Ö quy 
 
VÝ dô: Cho ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh hÖ sè h»ng: 

  y(n) = b0x(n) + b1x(n-1) + b2x(n-2) + b5x(n-5)  
VÏ s¬ ®å thùc hiÖn hÖ thèng m« t¶ bëi ph−¬ng tr×nh nμy. 
Gi¶i: 
 §©y lμ hÖ thèng kh«ng ®Ö quy: N = 0, M = 5. S¬ ®å cña hÖ thèng nh− sau: 
 

 +

F[x(n-1), x(n-2),…, x(n-M)] 

x(n) y(n)

b0

F[x(n), x(n-1), x(n-2),…, x(n-M)]

 
+

 

F1[x(n-1), x(n-2),…, x(n-M)]

x(n) y(n)

b0 

F[y(n-1),…, y(n-N), x(n), x(n-1), x(n-2),…, x(n-M)]

+

 

F2[y(n-1), y(n-2),…, y(n-N)] 
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V. t−¬ng quan cña c¸c tÝn hiÖu 
V.1. Më ®Çu 
 Trong viÖc xö lý tÝn hiÖu, chóng ta lu«n cÇn ph¶i so s¸nh c¸c tÝn hiÖu víi nhau, 
ch¼ng h¹n nh− trong kü thuËt ra®a, ra®a sÏ ph¸t tÝn hiÖu t×m môc tiªu lμ x(n), tÝn hiÖu 
nμy nÕu gÆp môc tiªu sÏ ph¶n x¹ trë l¹i nh−ng bÞ trÔ ®i mét thêi gian D = n0Ts (Ts lμ chu 
kú lÊy mÉu), ®é suy gi¶m cña tÝn hiÖu víi hÖ sè A, tøc lμ tÝn hiÖu nhËn ®−îc lμ A.x(n - n0). 
Ngoμi tÝn hiÖu ph¶n x¹ nμy cßn cã c¸c tÝn hiÖu nhiÔu céng can thiÖp γ(n). VËy tÝn hiÖu tæng 
céng mμ ra®a nhËn ®−îc sÏ lμ:  
  y(n) = ax(n - n0) + γ(n). 
NÕu kh«ng cã môc tiªu th× : 
  y(n) = γ(n). 

So s¸nh hai tÝn hiÖu x(n) vμ y(n) ta sÏ ph¸t hiÖn ®−îc cã môc tiªu hay kh«ng, tõ ®ã 
cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc vÞ trÝ còng nh− tÝnh chÊt cña môc tiªu. Mét ph−¬ng ph¸p so s¸nh 
th−êng ®−îc sö dông nhÊt ®ã lμ t−¬ng quan, sÏ tr×nh bμy d−íi ®©y. 
 
V.2. T−¬ng quan  chÐo vμ tù t−¬ng quan 
a. T−¬ng quan chÐo 
 Gi¶ sö ta cã hai d·y x(n) vμ y(n), tèi thiÓu mét trong hai d·y cã n¨ng l−îng h÷u 
h¹n. T−¬ng quan chÐo cña x(n) vμ y(n) ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

  ∑
∞

−∞=

−=
m

xy )nm(y)m(x)n(r           (1.5.1) 

b. Tù t−¬ng quan 
 Trong ®Þnh nghÜa vÒ t−¬ng quan chÐo, nÕu x(n) = y(n) th× quan hÖ trªn trë thμnh tù 
t−¬ng quan. Tù t−¬ng quan ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

  ∑
∞

−∞=

−=
m

xx )nm(x)m(x)n(r           (1.5.2) 

 
 
 
 
 
 
 
 

D DD D D

++ 

x(n) 

y(n)

b0 

b1 b2 b5
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ch−¬ng 

2  
PhÐp biÕn ®æi Z 

 
I. Më ®Çu 
 Trong ch−¬ng 1, chóng ta ®· kh¶o s¸t tÝn hiÖu vμ hÖ thèng rêi r¸c trong miÒn biÕn 
sè ®éc lËp tù nhiªn. §©y lμ c¸ch kh¶o s¸t trùc tiÕp, tuy nhiªn trong nhiÒu tr−êng hîp c¸ch 
nμy gÆp khã kh¨n vμ nãi chung hiÖu qu¶ kh«ng cao. 
 Ngoμi ph−¬ng ph¸p nμy, chóng ta cã thÓ dïng nhiÒu ph−¬ng ph¸p kh¶o s¸t gi¸n 
tiÕp kh¸c th«ng qua c¸c kü thuËt biÕn ®æi. C¸c biÕn ®æi nμy lμm nhiÖm vô chuyÓn miÒn 
biÕn sè ®éc lËp tù nhiªn sang c¸c miÒn kh¸c vμ nh− vËy tÝn hiÖu vμ hÖ thèng rêi r¹c sÏ 
®−îc biÓu diÔn trong c¸c miÒn míi víi c¸c biÕn sè míi. Mçi c¸ch biÕn ®æi sÏ cã nh÷ng 
thuËn lîi riªng cña nã, tuú tõng tr−êng hîp cô thÓ mμ ta øng dông chóng. Sau khi ®· 
kh¶o s¸t xong tÝn hiÖu vμ hÖ thèng rêi r¹c trong miÒn c¸c biÕn sè míi nμy, nÕu cÇn thiÕt 
chóng ta l¹i cã thÓ dïng c¸c phÐp biÕn ®æi ng−îc ®Ó ®−a chóng vÒ miÒn biÕn sè ®éc lËp tù 
nhiªn. 
 C¸c ph−¬ng ph¸p kh¶o s¸t gi¸n tiÕp nãi chung sÏ lμm ®¬n gi¶n rÊt nhiÒu nh÷ng 
khã kh¨n mμ ta gÆp khi sö dông phÐp kh¶o s¸t trùc tiÕp. Mét trong c¸c ph−¬ng ph¸p kh¶o 
s¸t gi¸n tiÕp th−êng ®−îc sö dông lμ phÐp biÕn ®æi Z mμ ta sÏ nghiªn cøu trong néi dung 
cña ch−¬ng nμy. 
 PhÐp biÕn ®æi Z ®ãng vai trß nh− phÐp biÕn ®æi Laplace trong viÖc ph©n tÝch tÝn 
hiÖu vμ hÖ thèng liªn tôc. 
 Quan hÖ gi÷a miÒn tù nhiªn n vμ miÒn Z ®−îc minh ho¹ nh− h×nh 2.1 sau: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 2.1. Quan hÖ gi÷a miÒn n vμ miÒn Z 
 
II. PhÐp biÕn ®æi Z (ZT - Z Transform) 
II.1. §Þnh nghÜa phÐp biÕn ®æi Z hai phÝa vμ mét phÝa 
a. BiÕn ®æi Z hai phÝa. 
§Þnh nghÜa. BiÕn ®æi Z hai phÝa cña d·y x(n) ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

   ∑
∞

−∞=

−=
n

nZ)n(x)Z(X           (2.2.1) 

  Ký hiÖu: ZT[x(n)] = X(Z), hay )Z(X)n(x ZT⎯→⎯  

trong ®ã Z lμ biÕn sè phøc. 

 

miÒn n miÒn Z 

ZT

IZT
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 Nh− vËy biÕn ®æi Z lμ biÕn ®æi viÖc biÓu diÔn tÝn hiÖu x(n) trong miÒn biÕn sè ®éc 
lËp tù nhiªn thμnh viÖc biÓu diÔn tÝn hiÖu X(Z) trong miÒn phøc Z  vμ X(Z) lμ mét hμm 
phøc. 
 BiÕn ®æi Z lμ mét chuçi luü thõa v« h¹n, nã chØ tån t¹i víi c¸c gi¸ trÞ cña Z mμ t¹i 
®ã chuçi héi tô. 
VÝ dô: T×m biÕn ®æi Z cña c¸c tÝn hiÖu cã chiÒu dμi h÷u h¹n sau: 

  x1(n) = δ(n)          
   x2(n) = 2δ(n+2) +δ(n) + 3δ(n-1) 

Gi¶i: 1Z.1Z)n()Z(X 0

n

n
1 === ∑

∞

−∞=

−δ   

[ ] 102

n

n
1 Z.3Z.1Z2Z)1n(3)n()2n(2)Z(X −

∞

−∞=

− ++=−+++= ∑ δδδ   

NhËn xÐt:  
- X1(Z) tån t¹i víi mäi gi¸ trÞ cña Z, tøc lμ trong toμn bé mÆt ph¼ng Z. Khi ®ã ta nãi 

ZT[x1(n)] héi tô trong toμn mÆt ph¼ng Z. 
- X2(Z) tån t¹i víi mäi gi¸ trÞ cña Z, trõ Z = 0 vμ Z = ∞, tøc lμ ZT[x2(n)] héi tô trong 

toμn mÆt ph¼ng Z, trõ gèc 0 vμ ®iÓm v« cùc ∞. 
 
b. BiÕn ®æi Z mét phÝa 
§Þnh nghÜa. BiÕn ®æi Z mét phÝa cña d·y x(n) ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

   ∑
∞

=

−=
0n

n1 Z)n(x)Z(X           (2.2.2) 

  Ký hiÖu: ZT1[x(n)] = X1(Z)  
Chó ý:  
 - BiÕn ®æi Z mét phÝa kh«ng biÓu diÔn ®−îc tÝn hiÖu x(n) ®èi víi miÒn biÕn sè ®éc 
lËp ©m. 
 - §èi víi tÝn hiÖu nh©n qu¶ th× biÕn ®æi Z mét phÝa lμ duy nhÊt, v× tÝn hiÖu nh©n 
qu¶ b»ng kh«ng víi n < 0. 
VÝ dô: T×m biÕn ®æi Z mét phÝa cña c¸c tÝn hiÖu cã chiÒu dμi h÷u h¹n sau: 

  x1(n) = δ(n)          
   x2(n) = 2δ(n+2) +δ(n) + 3δ(n-1) 
Gi¶i: 

 1Z.1Z)n()Z(X 0

0n

n1
1 ===∑

∞

=

−δ  tån t¹i víi mäi gi¸ trÞ cña Z 

 [ ] 110

0n

n1
2 Z31Z.3Z.1Z)1n(3)n()2n(2)Z(X −−

∞

=

− +=+=−+++=∑ δδδ  tån t¹i víi mäi gi¸ trÞ 

cña Z, trõ Z = 0. 
c. MÆt ph¼ng Z 
 MÆt ph¼ng phøc Z ®−îc t¹o bëi trôc tung øng víi trôc ¶o vμ trôc hoμnh lμ trôc thùc 
nh− h×nh 2.2 
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H×nh 2.2. MÆt ph¼ng Z 
BiÓu diÔn Z trong c¸c hÖ to¹ ®é nh− sau: 

  Z = Re[Z] + j.Im[Z]            (2.2.3) 
hoÆc trong to¹ ®é cùc:  Z = z.ej ω          (2.2.4) 

Trong mÆt ph¼ng Z cÇn nãi ®Õn vßng trßn ®¬n vÞ, lμ vßng trßn øng víi ⏐Z⏐=1. §©y 
lμ vßng trßn ®Æc biÖt quan träng trong viÖc ®¸nh gi¸ c¸c ®Æc tÝnh cña hÖ thèng sè dùa vμo 
c¸c vÞ trÝ cña ®iÓm cùc, ®iÓm kh«ng ®èi víi vßng trßn ®¬n vÞ; mμ ta sÏ kh¶o s¸t trong néi 
dung tiÕp theo. 
II.2. Sù tån t¹i cña phÐp biÕn ®æi Z 
a. MiÒn héi tô cña biÕn ®æi Z 
§Þnh nghÜa 1: 

TËp hîp c¸c gi¸ trÞ cña Z mμ t¹i ®ã chuçi [ ])n(xZTZ)n(x)Z(X
n

n == ∑
∞

−∞=

−  héi tô ®−îc 

gäi lμ miÒn héi tô cña biÕn ®æi Z (hai phÝa). 
§Þnh nghÜa 2: 

TËp hîp c¸c gi¸ trÞ cña Z mμ t¹i ®ã chuçi [ ])n(xZTZ)n(x)Z(X 1

0n

n1 ==∑
∞

=

−  héi tô 

®−îc gäi lμ miÒn héi tô cña biÕn ®æi Z mét phÝa. 
VÝ dô: Cho tÝn hiÖu rêi r¹c sau: 

  
⎩
⎨
⎧ ≤≤∞−

=
other0

2n:with2
)n(x

n

 

X¸c ®Þnh biÕn ®æi Z hai phÝa, mét phÝa vμ x¸c ®Þnh miÒn héi tô. 
Gi¶i: 
 TÝn hiÖu x(n) lμ kh«ng nh©n qu¶, cã chiÒu dμi v« h¹n: L[x(n)]=[-∞, 2] = ∞ vμ ®−îc 
biÓu diÔn trªn h×nh 2.3a sau: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (a)       (b) 

H×nh 2.3. BiÓu diÔn x(n) (a) vμ miÒn héi tô cña X(Z) (b). 

ω

Im[Z]

Re[Z] 0

r

n

4 

2 

1 

x(n) 

0 -2 2 

r=

Re[Z]

Im[Z] 

MiÒn héi
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- X¸c ®Þnh biÕn ®æi Z hai phÝa. 

 Ta cã: ∑∑∑
−

−∞=

−−−

−∞=

−
∞

−∞=

− +++===
1

n

nn12
2

n

nn

n

n Z21Z2Z4Z2Z)n(x)Z(X  

§æi biÕn m = - n ta cã: )Z(X)Z(XZ21Z2Z4)Z(X 12
1m

mm12 +=+++= ∑
∞

=

−−−   

trong ®ã:  
Z21

Z2Z2)Z(X 1

1

1m

mm
1 −

−∞

=

−

−
==∑    víi ⏐Z⏐<2 

  1Z2Z4)Z(X 12
2 ++= −−    víi Z ≠ 0. 

VËy:    
Z21

Z21Z2Z4)Z(X 1

1
12

−

−
−−

−
+++=  víi ⏐Z⏐<2 vμ Z ≠ 0. 

H×nh 2.3b biÓu diÔn miÒn héi tô cña X(Z0 trong mÆt ph¼ng Z, lμ h×nh trßn ⏐Z⏐<2, 
trõ gèc to¹ ®é. 
- X¸c ®Þnh biÕn ®æi Z mét phÝa. 

 Ta cã: 1Z2Z4Z2Z)n(x)Z(X 12
2

0n

nn

0n

n1 ++=== −−

=

−
∞

=

− ∑∑  

MiÒn héi tô lμ toμn bé mÆt ph¼ng Z trõ gèc to¹ ®é. 
b. Tiªu chuÈn Cauchy (C«si) 
 Mét chuçi cã d¹ng: 

  ...)n(x...)1(x)0(x)n(x
0n

++++=∑
∞

=

     (2.2.5) 

héi tô nÕu tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:  
           (2.2.6) 
 
c. ¸p dông tiªu chuÈn Cauchy 
 §Ó ¸p dông tiªu chuÈn Cauchy chóng ta cã thÓ ph©n chuçi X(Z) hai phÝa thμnh hai 
chuçi nh− sau: 

  )Z(X)Z(XZ)n(xZ)n(xZ)n(x)Z(X 21
0n

n
1

n

n

n

n1 +=+== ∑∑∑
∞

=

−
−

−∞=

−
∞

−∞=

−  

- XÐt chuçi X2(Z): 
    =        
 
 
§Æt   Rx-=     
 
¸p dông tiªu chuÈn Cauchy cho chuçi X2(Z) ta cã:  

Rx-⏐Z-1⏐<1 ⇔ ⏐Z⏐> Rx- . 
VËy chuçi X2(Z) sÏ héi tô víi ⏐Z⏐> Rx-, tøc miÒn héi tô sÏ lμ miÒn ngoμi vßng trßn 

t©m gèc to¹ ®é cã b¸n kÝnh Rx- (h×nh 2.4). 
- XÐt chuçi X1(Z), qua phÐp ®æi biÕn m = - n: 

 )0(xZ)m(x)0(xZ)n(xZ)n(x)Z(X
0m

m
0

n

n
1

n

n
1 −−=−== ∑∑∑

∞

=−∞=

−
−

−∞=

−  

NÕu x(0) lμ h÷u h¹n, ta xÐt giíi h¹n: 
 

lim⏐x(n)⏐1/n < 1
n→∞ 

lim⏐x(n)Z-n⏐1/n  
n→∞ 

lim⏐x(n)⏐1/n ⏐Z-1⏐  
n→∞

lim⏐x(n) ⏐1/n 
n→∞ 

lim⏐x(-m)Zm⏐1/m  
m→ ∞ 

lim⏐x(-m)⏐1/m ⏐Z⏐  
m→ ∞

=
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§Æt  
  Rx+ =     

 
¸p dông tiªu chuÈn Cauchy cho chuçi X1(Z) ta cã: ⏐Z⏐< Rx+. 
VËy chuçi X1(Z) sÏ héi tô víi ⏐Z⏐< Rx+, tøc miÒn héi tô sÏ lμ miÒn trong vßng trßn 

t©m gèc to¹ ®é cã b¸n kÝnh Rx+ (h×nh 2.4). 
Cuèi cïng, nÕu Rx- < Rx+ th× miÒn héi tô cña biÕn ®æi Z hai phÝa lμ mét h×nh vμnh kh¨n cã 
b¸n kÝnh trong Rx- vμ b¸n kÝnh ngoμi Rx+ (h×nh 2.4). 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

H×nh 2.4. MiÒn héi tô cña biÕn ®æi Z hai phÝa. 
NhËn xÐt: 
 - V× Rx- vμ Rx+ ®−îc x¸c ®Þnh tõ x(n) vËy hai giíi h¹n nμy ®Æc tr−ng cho tÝn hiÖu 
x(n). 
 - §èi víi tÝn hiÖu nh©n qu¶ cã chiÒu dμi v« h¹n L[x(n)] =[0, ∞], miÒn héi tô cña biÕn 
®æi Z hai phÝa X[Z] n»m ngoμi vßng trßn b¸n kÝnh Rx-. 
 - §èi víi tÝn hiÖu ph¶n nh©n qu¶ cã chiÒu dμi v« h¹n L[x(n)] =[-∞, 0], miÒn héi tô 
cña biÕn ®æi Z hai phÝa X[Z] n»m trong vßng trßn b¸n kÝnh Rx+. 
 - NÕu nÕu Rx- ≥ Rx+ th× X(Z) kh«ng tån t¹i. 

 - Chuçi ∑
∞

−∞=

−=
n

nZ)n(x)Z(X  cã tªn lμ chuçi Laurent, nã lμ mét hμm gi¶i tÝch. V× vËy 

trong miÒn héi tô, biÕn ®æi Z vμ tÊt c¶ c¸c ®¹o hμm cña nã lμ hμm liªn tôc cña Z. 
 
VÝ dô: 

 Cho chuçi 
n

4
3)n(x ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  víi mäi gi¸ trÞ cña n. T×m biÕn ®æi Z vμ miÒn héi tô. 

Gi¶i: 

  [ ] ∑
∞

−∞=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

n

n
n

Z
4
3)Z(X)n(xZT  

Ta cã:  

∑∑
−

−∞=

−
−∞

=

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1

n

n

1
1

0n

n
1 Z

4
3Z

4
3)Z(X  

Gäi: 

[lim⏐x(-m)⏐1/m ]-1 
m→ ∞ 

Re[Z] 

Rx+ 

Rx- 

Im(Z) 
MiÒn héi tô
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+. ∑
∞

= −

−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0n 1

n
1

1

Z
4
31

1Z
4
3)Z(X  víi 1Z

4
3 1 <−  

Theo tiªu chuÈn Cauchy, xÐt víi chuçi X1(Z) ta cã: 
4
3R x =− , hay miÒn héi tô lμ 

4
3Z > . 

+. 
Z

4
31

Z
4
3

Z
4
3Z

4
3Z

4
3)Z(X

1m

m

1m

m

1
11

n

n

1
1

2

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑∑∑

∞

=

∞

=

−

−
−−

−∞=

−
−

 víi : 1Z
4
3

<  

Theo tiªu chuÈn Cauchy, xÐt víi chuçi X2(Z) ta cã: 
3
4R x =+ , hay miÒn héi tô lμ 

3
4Z < . 

Cuèi cïng, ta cã: 

X(Z) = X1(Z) + X2(Z) = 
Z

4
31

Z
4
3

Z
4
31

1
1 −
+

− −
, víi 

3
4Z

4
3

<<  lμ miÒn héi tô. 

II.3. §iÓm cùc vμ kh«ng 
 Trong thùc tÕ chóng ta th−êng gÆp c¸c biÕn ®æi Z cho d−íi d¹ng mét th−¬ng sè cña 
hai ®a thøc, nh− vËy X(Z) lμ hμm h÷u tû cña Z: 

  
)Z(D
)Z(N)Z(X =  

Do ®ã tån t¹i c¸c gi¸ trÞ (®iÓm) Z lμm cho X(Z) b»ng 0 hoÆc v« ®Þnh; c¸c ®iÓm nμy 
cÇn ®−îc kÓ ®Õn trong c¸c phÐp biÕn ®æi, lμ c¸c ®iÓm kh«ng vμ ®iÓm cùc ®−îc xÐt d−íi ®©y. 
a. §iÓm kh«ng. 
 T¹i c¸c ®iÓm Z = Z0r ta cã X(Z0r) = 0 th× c¸c ®iÓm ®ã gäi lμ c¸c kh«ng cña X(Z). 
b. §iÓm cùc. 
 T¹i c¸c ®iÓm Z = Zpk ta cã X(Zpk) = ∞ th× c¸c ®iÓm ®ã gäi lμ c¸c cùc cña X(Z). 
 
III. PhÐp BiÕn ®æi Z ng−îc. 
 Th«ng th−êng khi chóng ta cã biÕn ®æi Z: X(Z) cña mét d·y nμo ®ã, tøc lμ chóng ta 
cã biÓu diÔn cña d·y x(n) trong miÒn Z, sau khi kh¶o s¸t gi¸n tiÕp d·y x(n) trong miÒn Z 
th× ta cÇn ph¶i ®−a nã trë vÒ miÒn biªn sè ®éc lËp tù nhiªn, tøc lμ t×m x(n) hay tõ biÕn ®æi 
Z X(Z) cña nã. PhÐp  ®æi Z ng−îc sÏ cho phÐp  thùc hiÖn ®iÒu nμy. 
 PhÐp biÕn ®æi Z ng−îc ®−îc x©y dùng trªn c¬ së cña ®Þnh lý Cauchy, mét ®Þnh lý 
quan träng trong lý thuyÕt biÕn sè phøc. 
III.1. §Þnh lý Cauchy. 
 §Þnh lý Cauchy vÒ tÝch ph©n trªn ®−êng cong kÝn trong mÆt ph¼ng phøc ®−îc ph¸t 
biÓu nh− sau: 

  
⎩
⎨
⎧

≠
=

== ∫ −

0n,0
0n,1

dZZ
j2

1I
c

1n

π
      (2.3.1) 
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trong ®ã c lμ ®−êng cong khÐp kÝn bao quanh gèc to¹ ®é cña mÆt ph¼ng phøc theo chiÒu 
d−¬ng (ng−îc chiÒu kim ®ång hå). 
III.2. BiÕn ®æi Z ng−îc 
 Theo ®Þnh nghÜa cña biÕn ®æi Z ta cã: 

  ∑
∞

−∞=

−=
m

mZ)m(x)Z(X  

- Nh©n hai vÕ cña quan hÖ nμy víi  
j2

Z 1n

π

−

 vμ lÊy tÝch ph©n theo chiÒu dμi cña mét 

®−êng cong kÝn c bao quanh gèc to¹ ®é vμ n»m trong miÒn héi tô cña X(Z), ta cã: 

  ∫ ∑∫
∞

−∞=

−+−− =
c n

1nm

c

1n dZZ)m(x
j2

1dZZ)Z(X
j2

1
ππ

 

 - §æi thø tù cña tæng vμ tÝch ph©n ë vÕ ph¶i trong quan hÖ trªn: 

  ∑ ∫∫
∞

−∞=

−+−− =
m c

1nm

c

1n dZZ
j2

1)m(xdZZ)Z(X
j2

1
ππ

 

theo ®Þnh lý Cauchy ta cã: 

  
⎩
⎨
⎧

≠⇔≠+−
=⇔=+−

=∫ −+−

nm0)nm(,0
nm0)nm(,1

dZZ
j2

1

c

1ln

π
 

VËy víi m = n ta cã: 

  ∫ −=
c

1n dZZ)Z(X
j2

1)n(x
π

      (2.3.2) 

biÓu thøc (2.3.2) chÝnh lμ biÓu thøc cña biÕn ®æi Z ng−îc. 
§Ó tÝnh biÕn ®æi Z ng−îc chóng ta cã ba ph−¬ng ph¸p sau: 
 - TÝnh trùc tiÕp tÝch ph©n dïng lý thuyÕt thÆng d− (PP thÆng d−). 
 - Ph−¬ng ph¸p khai triÓn thμnh chuçi luü thõa theo Z hoÆc Z-1. 
 - Ph−¬ng ph¸p khai triÓn thμnh tæng c¸c ph©n thøc tèi gi¶n. 

III.3. Ph−¬ng ph¸p thÆng d− 
 Theo lý thuyÕt thÆng d− cña hμm biÕn phøc th× tÝch ph©n trong biÓu thøc biÕn ®æi 
Z ng−îc cã thÓ ®−îc ®¸nh gi¸ b»ng tæng c¸c thÆng d− sau: 

  [ ]∫ ∑ =
−− ==

c k
ZZ

1n1n
pk

Z)Z(XsRedZZ)Z(X
j2

1)n(x
π

       (2.3.3) 

trong ®ã: +. Zpk lμ c¸c ®iÓm cùc cña X(Z)Zn-1 trong ®−êng cong kÝn c.  
      +. ThÆng d− t¹i ®iÓm cùc k: Zpk, bËc sk cña X(Z)Zn-1 trong ®−êng cong kÝn c lμ: 
   

[ ] ( ) [ ]k

k

k

pkpk

s
pk

1n
1s

1s

k
ZZZZ

1n )ZZ(Z)Z(X
dZ
d

!1s
1limZ)Z(XsRe −
−

= −
−

−

→=
−      (2.3.4) 

®èi víi c¸c ®iÓm cùc ®¬n: 

[ ])ZZ(Z)Z(XlimZ)Z(XsRe pk
1n

ZZZZ
1n

pkpk
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
→=

−       (2.3.5) 

VÝ dô: 

 Cho: 
1Z

2
11

1)Z(X
−−

= ; miÒn héi tô RC[X(Z)] : ⏐Z⏐> 0,5. T×m x(n). 
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Gi¶i: - X¸c ®Þnh c¸c ®iÓm cùc Zpk cña X(Z)Zn-1 trong miÒn héi tô ⏐Z⏐> 0,5: 

Ta cã:  

2
1Z

ZZ)Z(X
n

1n

−
=−  

Tõ ®©y, víi 
n

2
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ta cã Zp1= 0,5 lμ mét cùc ®¬n. 

§Ó ®¬n gi¶n, ta cã thÓ chän ®−êng cong c lμ ®−êng trßn b¸n kÝnh R > 0,5. Nh− vËy 
ta cã: 

[ ]
nn

5,0Z5,0Z
1n

2
1)5,0Z(

5,0Z
ZlimZ)Z(XsRe ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
= →=

−  

VËy 
n

2
1)n(x ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= v¬i 

n

2
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

. 

Víi n < 0, ®Æt n = -m (m > 0) ta sÏ cã: 

 [ ] ∑∑
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
==− ==

−−

k
ZZ

mk
ZZ

1m
pkpk

)
2
1Z(Z

1sReZ)Z(XsRe)m(x   

ë ®©y ta cã mét cùc ®¬n t¹i Zp1= 0,5 vμ mét cùc béi bËc m t¹i Zp2 = 0. 
TÝnh c¸c thÆng d− t¹i c¸c cùc ta cã: 

- T¹i cùc ®¬n 

 [ ] m
m5,0Z5,0Z

1n 2)5,0Z(
)5,0Z(Z

1limZ)Z(XsRe =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
= →=

−  

- T¹i cùc béi  

[ ] ( )

( )
m

m

1m

m
m1m

1m

0ZZZ
1n

2
)5,0(

!)1m()1(
!1m

1

Z
)5,0Z(Z

1
dZ
d

!1m
1limZ)Z(XsRe

pk

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=

−

−

−

→=
−

 

VËy víi n < 0 ta cã: x(n) = 0. 
III.4. Ph−¬ng ph¸p khai triÓn thμnh chuçi luü thõa. 
 Trong miÒn héi tô cña X(Z) th× X(Z) lμ mét hμm g¶i tÝch cña Z, nh− vËy hoμn toμn 
cã thÓ khai triÓn X(Z) thμnh chuçi luü thõa cã d¹ng: 

  ∑
∞

−∞=

−=
n

n
n Za)Z(X            (2.3.6) 

theo ®Þnh nghÜa ta cã: ∑
∞

−∞=

−=
n

nZ)n(x)Z(X . C¶ hai chuçi nμy  ®Òu héi tô trong miÒn héi tô 

cña X(Z), vËy ®ång nhÊt ho¸ c¸c hÖ sè cña chuçi cho ta: 
  x(n) = a(n)            (2.3.7) 
VÝ dô: 

 Cho 
2Z

Z)Z(X
+

= . T×m x(n) víi miÒn héi tô cña X(Z) nh− sau:RC[X(Z)] : ⏐Z⏐>2 

Gi¶i: 
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RC[X(Z)] : ⏐Z⏐>2 hay miÒn ngoμi vßng trßn b¸n kÝnh 2.  

  1Z21
1

2Z
Z)Z(X −+

=
+

=  

Nhê chia ®a thøc tö cho mÉu ta nhËn ®−îc X(Z) ë d¹ng chuçi luü thõa nh− sau: 

  ∑
∞

=

−−=
0n

nn Z)2()Z(X   

Cuèi cïng ta ®−îc: x(n) = (-2)nu(n). 
III.5. Ph−¬ng ph¸p khai triÓn thμnh ph©n thøc tèi gi¶n. 
 §©y lμ mét trong c¸c ph−¬ng ph¸p th«ng dông. Nguyªn t¾c cña ph−¬ng ph¸p nμy 
lμ nÕu X(Z) cã d¹ng tû sè hai ®a thøc theo Z th× ta cã thÓ khai triÓn X(Z) thμnh c¸c ph©n 
thøc h÷u tû tèi gi¶n. Khi ®ã biÕn ®æi Z ng−îc cña X(Z) sÏ lμ tæng c¸c biÕn ®æi Z ng−îc cña 
c¸c ph©n thøc tèi gi¶n 
 Gi¶ sö X(Z) cã d¹ng: 

  
)Z(D
)Z(C)Z(X =  

trong ®ã, C(Z) lμ ®a thøc bËc M, D(Z) lμ ®a thøc bËc N.  
 - NÕu M ≥ N, tiÕn hμnh chia hai ®a thøc vμ kÕt qu¶ cã d¹ng: 

  
)Z(Q
)Z(P)Z(S)Z(X +=             (2.3.8) 

trong ®ã, S(Z) lμ ®a thøc bËc M-N cã d¹ng: 

  0
1

1
1NM

1NM
NM

NM BZB...ZBZB)Z(S ++++= −−
−−

−
−         (2.3.9) 

- NÕu M < N th× S(Z) = 0. 

 - Khai triÓn th−¬ng sè 
)Z(Q
)Z(P

 thμnh c¸c ph©n thøc tèi gi¶n nh− sau: 

  - Tr−êng hîp X(Z) chØ cã N c¸c cùc ®¬n: 

   ∑
= −

=
N

1k pk

k

ZZ
A

)Z(Q
)Z(P

       (2.3.10) 

trong ®ã, Zpk lμ c¸c cùc ®¬n cña X(Z) vμ Ak ®−îc x¸c ®Þnh theo biÓu thøc: 

   
pkZZpkk )Z(Q

)Z(P)ZZ(A =−=       (2.3.11) 

  - Tr−êng hîp X(Z) cã mét cùc béi bËc s vμ N-s cùc ®¬n: 

   ( )∑∑
=

−

≠
= −

+
−

=
s

1j
j

pl

j
sN

lk
1k pk

k

ZZ
c

ZZ
A

)Z(Q
)Z(P

     (2.3.12) 

khi ®ã, cj ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 

   
plZZ

s
pkjs

js

j )Z(Q
)Z(P)ZZ(

dZ
d

!)js(
1c

=
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=     (2.3.13) 

Cuèi cïng, sau khi khai triÓn xong X(Z) ta sÏ t×m biÕn ®æi Z ng−îc cña tõng ph©n 
thøc mét råi tæng hîp kÕt qu¶ ta sÏ cã ®−îc x(n). 

BiÕn ®æi ng−îc (IZT) cña c¸c ph©n thøc tèi gi¶n cã thÓ tham kh¶o theo mét sè d¹ng 
nh− sau: 
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+. )n(uZ
ZZ

ZIZT n
pk

pk

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
 

+. )1n(uZ
ZZ

1IZT 1n
pk

pk

−=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−         (2.3.14) 

+. ( ) )n(uZ
!m

)1mn)...(2n)(1n(n
ZZ
ZIZT mn

pk1m
pk

−
+

+−−−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
        (2.3.15)  

víi ⏐Z⏐>⏐Zpk⏐. 

+. ( ) )1n(uZ
!m

)1mn)...(2n)(1n(n
ZZ
ZIZT mn

pk1m
pk

−−
+−−−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−

+      (2.3.16)   

víi ⏐Z⏐<⏐Zpk⏐. 
 
VÝ dô: 

 Cho 
3Z7Z2

2Z)Z(X 2 +−
+

= . T×m x(n) b»ng ph−¬ng ph¸p khai triÓn tèi gi¶n. 

Gi¶i:   

)3Z)(
2
1Z(2

2Z)Z(X
−−

+
=  

vËy X(Z) cã hai ®iÓm cùc ®¬n lμ: 
2
1Z 1p =  vμ Zp2 = 3. 

 VËy ta cã:  

  ∑
= −

=
2

1k pk

k

ZZ
A)Z(X  

trong ®ã: 

  5,0
)3Z)(5,0Z(2

2Z)5,0Z(A
5,0Z

1 −=
−−

+
−=

=

 

  1
)3Z)(5,0Z(2

2Z)3Z(A
3Z

2 =
−−

+
−=

=

 

VËy:  

  
3Z

1
5,0Z

5,0)Z(X
−

+
−
−

=  

 
¸p dông biÓu thøc (2.3.14) ta cã: 

 )1n(u5,0)1n(u3)1n(u3)1n(u)5,0(5,0)n(x n1n1n1n −−−=−+−−= −−−  

 
IV. TÝnh chÊt cña c¸c biÕn ®æi Z 
 C¸c tÝnh chÊt cña biÕn ®æi Z sÏ hç trî nhiÒu trong vÊn ®Ò xö lý tÝn hiÖu sè.  
VÝ dô TÝnh chÊt tuyÕn tÝnh d−íi ®©y sÏ cho ta c¸ch tÝnh biÕn ®æi Z ng−îc th«ng qua viÖc 

ph©n tÝch thμnh c¸c hμm ®¬n gi¶n. 
IV.1 TÝnh tuyÕn tÝnh 
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 NÕu ta cã hai d·y x1(n), x2(n) vμ c¸c biÕn ®æi Z cña nã nnhw sau: 

  ZT[x1(n)] = X1(Z) = ∑
∞

−∞=

−

n

n
1 Z)n(x . 

  RC[X1(Z)]:    Rx1-<⏐Z⏐< Rx1+  

  ZT[x2(n)] = X2(Z) = ∑
∞

−∞=

−

n

n
2 Z)n(x . 

  RC[X2(Z)]:    Rx2-<⏐Z⏐< Rx2+  
Gi¶ sö ta cã d·y x(n) lμ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña hai d·y x1(n), x2(n) nh− sau: 

  x(n) = ax1(n) + bx2(n), a vμ b lμ c¸c h»ng sè. 
BiÕn ®æi Z cña x(n) sÏ lμ: 

  ZT[x(n)] = X(Z) = [ ]∑
∞

−∞=

−+
n

n
21 Z)n(bx)n(ax  

                                

= )Z(bX)Z(aXZ)n(xbZ)n(xa 21
n n

n
2

n
1 +=+∑ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=

−−  

MiÒn héi tô:  RC[X(Z)]:    Rx-<⏐Z⏐< Rx+  
trong ®ã:           Rx- = max[R1x-, R2x-] vμ  Rx+ = min[R1x+, R2x+]. 
Chó ý: NÕu nh− tæ hîp tuyÕn tÝnh l¹i ®−a vμo mét sè ®iÓm kh«ng, khö ®i mét sè ®iÓm cùc 
th× miÒn héi tô (Rx-, Rx+) cã thÓ sÏ réng ra. 
VÝ dô:  
Cho c¸c d·y: x1(n) =  anu(n);    a > 0. 
   x2(n) =  anu(n-1);    a > 0. 
   x(n) =  anu(n) - anu(n-1);   
X¸c ®Þnh miÒn héi tô cña X1(Z), X2(Z) vμ X(Z).  
Gi¶i: 

  1
0n

n1n

n
11 aZ1

1)aZ(Z)n(x)Z(X −

∞

=

−−
∞

−∞= −
=== ∑∑ ;  ⏐Z⏐> a. 

 1

1

1n

n1n

n
22 aZ1

aZ)aZ(Z)n(x)Z(X −

−∞

=

−−
∞

−∞= −
=== ∑∑ ; ⏐Z⏐> a. 

¸p dông tÝnh chÊt tuyÕn tÝnh ta cã: 

 1
aZ1
aZ1

aZ1
aZ

aZ1
1)Z(X 1

1

1

1

1 =
−
−

=
−

−
−

= −

−

−

−

−  

VËy miÒn héi tô cña X(Z) lμ toμn bé mÆt ph¼ng Z. 
 
IV.2 TÝnh dÞch chuyÓn theo thêi gian. 
 Gi¶ sö cã mét d·y x(n) vμ ZT[x(n)] = X(Z); RC[X(Z)] :    Rx-<⏐Z⏐< Rx+. 
NÕu ta cã d·y y(n) lμ tÝn hiÖu x(n) dÞch ®i mét ®o¹n n0 mÉu:  
  y(n) = x(n-n0)  

Th×: 

)Z(XZZ)nn(xZ

Z)nn(xZ)n(y)Z(Y

000 n

n

)nn(
0

n

n

n
0

n

n

−
∞

−∞=

−−−

∞

−∞=

−−
∞

−∞=

=−=

=−==

∑

∑∑
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VËy:  - ViÖc dÞch ®i n0 mÉu sang ph¶i, tøc lμ t¹o ra tÝn hiÖu trÔ n0 mÉu sÏ t−¬ng øng víi 

viÖc nh©n víi 0nZ−  trong phÐp biÕn ®æi Z. 
- Víi n0 = 1, ta cã to¸n tö Z-1 t−¬ng øng víi to¸n tö trÔ ®i mét mÉu, lμ to¸n tö ®−îc 

dïng rÊt réng r·i trong viÖc biÓu diÔn c¸c hÖ thèng xö lý tÝn hiÖu sè. 

- MiÒn héi tô cã thÓ bÞ thay ®æi nÕu viÖc nh©n víi 0nZ−  víi X(Z) g©y triÖt tiªu ®i 
hoÆc ®−a thªm vμo mét sè ®iÓm cùc t¹i Z = 0 hoÆc ®iÓm kh«ng t¹i Z = ∞. 
IV.3 nh©n víi d·y hμm mò an. 
 Nh©n d·y x(n) víi d·y hμm mò an ta cã: 

 y(n) = x(n)an. 

⇒   ZT[y(n)] = Y(Z) = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑∑

∞

−∞=

−
−

∞

−∞= a
ZX

a
Z)n(xZ)n(xa

n

n
n

n

n  

VËy:  ZT[anx(n)] = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
ZX . Víi X(Z) = ZT[x(n)]. 

 vμ: +− <<⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

xx RaZRa:
a
ZXRC  

IV.4 §¹o hμm cña biÕn ®æi Z. 
 LÊy ®¹o hμm cña biÕn ®æi Z ta cã: 

1n

n
Z)n(x)n(

dZ
)Z(dX −−

∞

−∞=
∑ −=  

Víi Z ≠ 0, nh©n c¶ hai vÕ víi -Z ta ®−îc: 

 n

n
Z)n(nx

dZ
)Z(dXZ −

∞

−∞=
∑=−  

Cuèi cïng: ZT[nx(n)] = 
dZ

)Z(dXZ−  

VÝ dô: T×m biÕn ®æi Z cña d·y x2(n) = n2x1(n) theo hμm cña X1(Z) = ZT[x1(n)]. 

Gi¶i:  ¸p dông biÓu thøc ®¹o hμm cña biÕn ®æi Z ta cã: 

 ZT[nx1(n)] = 
dZ

)Z(dXZ 1−  

vμ:  ZT[n2x1(n)] = 2
1

2
211

dZ
)Z(XdZ

dZ
)Z(dXZ

dZ
)Z(dXZ

dZ
dZ +=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−−  

IV.5. §Þnh lý gi¸ trÞ ®Çu. 
§Þnh lý nμy cho phÐp x¸c ®Þnh gi¸ trÞ gèc cña mét d·y khi biÕt biÕn ®æi Z cña nã.  

§èi víi d·y nh©n qu¶ th×: )Z(Xlim)0(x
Z ∞→

=   

HÖ qu¶: NÕu X(Z) héi tô khi ⏐Z⏐>Rx- vμ: ∞<=
∞→

A)Z(XZlim 0n

Z
 th×: x(n0) = A vμ x(n) 

= 0 víi n < n0. 
IV.6.TÝch chËp cña hai d·y 
 Gi¶ sö x3(n) lμ tÝch chËp cña hai d·y x1(n) vμ x2(n): x3(n) = x1(n)*x2(n) 
th× trong miÒn Z ta cã:  X3(Z) = X1(Z).X2(Z). 
Chøng minh: 
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[ ]

∑ ∑

∑ ∑∑
∞

−∞=

−
∞

−∞=

∞

−∞=

−
∞

−∞=

∞

−∞=

−

−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−==

k

n

n
21

n

n

k
21

n

n
213

Z)kn(x)k(x

Z)kn(x)k(xZ)n(x*)n(x)Z(X
 

®æi biÕn: m = n-k ⇒ n = m+k 

Ta cã:  )Z(X).Z(XZ)m(xZ)k(x)Z(X 21
k

m

m
2

k
13 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∑ ∑

∞

−∞=

−
∞

−∞=

−  

MiÒn héi tô cña tÝch chËp hai d·y ®−îc x¸c ®Þnh: 
  RC[X3(Z)] = RC[X1(Z)] ∩RC[X1(Z)]  
Chó ý: miÒn héi tô cña X3(Z) cã thÓ réng h¬n giao cña miÒn héi tô X1(Z) vμ X2(Z) nÕu cã c¸c 
®iÓm kh«ng cña biÕn ®æi Z nμy bï cho c¸c ®iÓm cùc cña biÕn ®æi Z kia hoÆc ng−îc l¹i. 
VÝ dô: Cho hai d·y:  x1(n) = n.u(n) vμ x2(n) = n.u(n). T×m tÝch chËp cña hai d·y trªn. 

Gi¶i: 
- T×m X3(Z): 

[ ]

( ) ( )22

1
0n

n

n

n

n

n
11

1Z
Z

1Z
Z)1Z(Z

1Z
Z

dZ
dZ

Z1
1

dZ
dZZ

dZ
dZZ)n(u.nZ)n(x)Z(X

−
=

−
−−

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=== −

∞

=

−
∞

−∞=

−
∞

−∞=

− ∑∑∑
  

[ ]
1Z

ZZZ)n(uZ)n(x)Z(X
0n

n

n

n

n

n
22 −

==== ∑∑∑
∞

=

−
∞

−∞=

−
∞

−∞=

−  

⇒  
( ) ( )3

2

2213 1Z
Z

1Z
Z.

1Z
Z)Z(X).Z(X)Z(X

−
=

−−
==  

- T×m x3(n) tõ X3(Z) qua phÐp biÕn ®æi Z ng−îc. 

pkpk ZZ
3

1n

kZZ

1n
3

2

k
3

2

)1Z(
ZsReZ

)1Z(
ZsRe

)1Z(
ZIZT

=

+

=

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− ∑∑  

C¸c ®iÓm cùc ë ®©y lμ 1 ®iÓm cùc béi bËc 3: Zpk = 1. 
VËy: 

 
2

)1n(n)1Z(
)1Z(

Z
dZ
d

!2
1

)1Z(
ZsRe

1Z

3
3

1n

2

2

ZZ
3

1n

pk

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

+

=

+

 

Cuèi cïng ta cã: 
2

)1n(n)n(x3
+

=  

IV.7.TÝch cña hai d·y 
 Gi¶ sö ta cã x3(n) lμ tÝch cña hai d·y x1(n) vμ x2(n) nh− sau: x3(n) = x1(n). x2(n) 

Th× trong miÒn Z ta cã quan hÖ sau: dvv)
v
Z(X)v(X

j2
1)Z(X 1

2
c

13
−∫=

π
 

Víi miÒn héi tô: 
  RC[X1(Z)]:  Rx1-< ⏐Z⏐<Rx1+ 
  RC[X2(Z)]:  Rx2-< ⏐Z⏐<Rx2+ 
  RC[X3(Z)]:  RC[X1(Z)] ∩ RC[X2(Z)] 
Chøng minh: 
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Ta cã :  ∑∑
∞

−∞=

−
∞

−∞=

− ==
n

n
21

n

n
33 Z)n(x)n(xZ)n(x)Z(X  

MÆt kh¸c:  dvv)v(X
j2

1)n(x 1n

c
11

−∫=
π

 

dvv
v
ZX)v(X

j2
1dvv)v(X

v
Z)n(x

j2
1

dvv
v
Z)v(X)n(x

j2
1dvZv)v(X

j2
1)n(x)Z(X

1

c
21

1
1

c

n

n
2

1
n

c
1

n
2

n

n1n

c
123

−−
−∞

−∞=

−
−∞

−∞=

∞

−∞=

−−

∫∫ ∑

∫∑∑ ∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==⇒

ππ

ππ
 

Chó ý: §−êng cong kÝn c ph¶i ®−îc chän trong miÒn giao cña hai miÒn héi tô cña X1(Z) vμ 
X2(Z), hay chÝnh lμ miÒn héi tô cña X3(Z). 
IV.8.T−¬ng quan cña hai tÝn hiÖu 
 Hμm t−¬ng quan chÐo cña hai tÝn hiÖu x(n) vμ y(n) ®−îc ®Þnh nghÜa bëi quan hÖ 

sau:  ∑
∞

−∞=

−=
m

xy )nm(y)n(x)n(r  

Trong miÒn Z quan hÖ t−¬ng øng lμ:  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

Z
1Y)Z(X)Z(R xy  

MiÒn héi tô ®−îc x¸c ®Þnh: RC[X(Z)]:   Rx-< ⏐Z⏐<Rx+ 

    RC ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Z
1Y :   

−yR
1

< ⏐Z⏐<
+yR

1
 

    RC[Rxy(Z)]:   RC[X(Z)] ∩ RC ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Z
1Y  

IV.9.Tæng kÕt c¸c tÝnh chÊt cña biÕn ®æi Z 
MiÒn n MiÒn Z MiÒn héi tô 

∫ −=
c

1n dZZ)Z(X
j2

1)n(x
π

 

∫ −=
c

1n dZZ)Z(Y
j2

1)n(y
π

 

ax(n) + by(n) 
x(n-n0) 
 
anx(n) 
 
x(0) (nÕu x(n) lμ nh©n qu¶) 
 
x(n)*y(n) 
 
x(n).y(n) 
 

∑
∞

−∞=

−=
m

xy )nm(y)n(x)n(r  

∑
∞

−∞=

−=
n

nZ)n(x)Z(X  

∑
∞

−∞=

−=
n

nZ)n(y)Z(Y  

aX(Z) + bY(Z) 

)Z(XZ 0n−  

X(a-1Z) 

)Z(Xlim
Z ∞→

 

X(Z).Y(Z) 

dvv)
v
Z(Y)v(X

j2
1 1

c

−∫π
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

Z
1Y)Z(X)Z(R xy  

 
Rx-< ⏐Z⏐<Rx+ 
 
Ry-< ⏐Z⏐<Ry+ 
 
RC[X(Z)] ∩ RC[Y(Z)] 
Rx-< ⏐Z⏐<Rx+ 

 
Rx-< ⏐a-1Z⏐<Rx+ 

 
 
RC[X(Z)] ∩ RC[Y(Z)] 
 
RC[X(Z)] ∩ RC[Y(Z)] 
 

RC[X(Z)] ∩ RC ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Z
1Y  
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IV.10. Mét sè biÕn ®æi Z th«ng dông 
MiÒn n MiÒn Z MiÒn héi tô 

δ(n) 
δ(n-n0) 
 
u(n) 
 
u(-n-1) 
 
nu(n) 
 
anu(n) 
 
-anu(-n-1) 
 
n anu(n) 
 
 
-nanu(-n-1) 
 
(cosω0n).u(n) 
 
 
(sinω0n).u(n) 

1 
0nZ−  

1Z1
1

−−
 

1Z
1
1 −−  

21

1

)Z1(
Z

−

−

−
 

1aZ1
1

−−
 

1aZ1
1

−−
 

( )21

1

aZ1
Z

−

−

−
 

( )21

1

aZ1
Z

−

−

−
 

2
0

1
0

1

ZcosZ21
cosZ1

−−

−

+−
−

ω
ω

 

2
0

1
0

1

ZcosZ21
sinZ1

−−

−

+−
−

ω
ω

 

Toμn bé mÆt ph¼ng Z 
Toμn bé mÆt ph¼ng Z 
 
⏐Z⏐> 1 
 
⏐Z⏐< 1 
 
⏐Z⏐> 1 
 
⏐Z⏐> a 
 
⏐Z⏐< a 
 
⏐Z⏐> a 
 
 
⏐Z⏐< a 
 
⏐Z⏐> 1 
 
⏐Z⏐> 1 

 
V. BiÓu diÔn hÖ thèng rêi r¹c trong miÒn Z 
 Trong miÒn n, mét hÖ thèng tuyÕn tÝnh bÊt biÕn ®−îc ®Æc tr−ng bëi ®¸p øng xung 
h(n) cña nã hoÆc ®−îc ®Æc tr−ng bëi ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh hÖ sè h»ng. Nh−ng 
viÖc ph©n tÝch hÖ thèng nãi chung gÆp nhiÒu khã kh¨n nh− viÖc tÝnh tÝch chËp, gi¶i 
ph−¬ng tr×nh sai ph©n, xÐt ®é æn ®Þnh, … . 
 §Ó gi¶i quyÕt nh÷ng khã kh¨n trong miÒn biÕn sè ®éc lËp tù nhiªn n, chóng ta 
chuyÓn c¸ch biÓu diÔn hÖ thèng sang miÒn Z, sau ®©u ta nghiªn cøu kh¸i niÖm hμm 
truyÒn ®¹t cña hÖ thèng. 
 
V.1. Hμm truyÒn ®¹t cña hÖ thèng rêi r¹c 
a. §Þnh nghÜa: 
 Hμm truyÒn ®¹t cña mét hÖ thèng rêi r¹c chÝnh lμ biÕn ®æi Z cña ®¸p øng xung h(n) 
vμ ®−îc ký hiÖu lμ H(Z). 
  H(Z) = ZT[h(n)] 
b. M« t¶ qua ph−¬ng tr×nh sai ph©n hμm truyÒn ®¹t cña hÖ thèng rêi r¹c. 
 Quan hÖ gi÷a ®Çu vμo vμ ®Çu ra cña mét hÖ thèng rêi r¹c tuyÕn tÝnh bÊt biÕn vμ 
nh©n qu¶ ®−îc cho bëi ph−¬ng tr×nh sai ph©n sau: 

  ∑∑
==

−=−
M

0r
r

N

0k
k )rn(xb)kn(ya  
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LÊy biÕn ®æi Z hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh ta cã: 

  n

n

M

0r
r

n

n

N

0k
k Z)rn(xbZ)kn(ya −

∞

−∞= =

−
∞

−∞= =
∑ ∑∑ ∑ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−  

Sö dông c¸c tÝnh chÊt tuyÕn tÝnh vμ tÝnh chÊt trÔ cña biÕn ®æi Z ta cã: 

  [ ] [ ]∑∑
==

−=−
M

0r
r

N

0k
k )rn(xZTb)kn(yZTa  

  ∑∑∑∑
=

−

=

−

=

−

=

− =⇔=
M

0r

r
r

N

0k

k
k

M

0r

r
r

N

0k

k
k Zb)Z(XZa)Z(Y)Z(XZb)Z(YZa  

⇒  

∑

∑

=

−

=

−

== N

0k

k
k

M

0r

r
r

Za

Zb

)Z(Y
)Z(X)Z(H       (2.5.1) 

c. BiÓu diÔn hμm truyÒn ®¹t b»ng c¸c ®iÓm cùc vμ ®iÓm kh«ng. 
 Gièng nh− tÝn hiÖu rêi r¹c, hμm truyÒn ®¹t H(Z) cña mét hÖ thèng rêi r¹c cã thÓ 
®−îc biÓu diÔn b»ng c¸c ®iÓm cùc vμ ®iÓm kh«ng cña nã nh− sau: 

  
( )

( )

( )

( )∏

∏

∏

∏

=

=−

=

−

=

−

−

−
=

−

−
= N

1k
pk

M

1r
r0

MN
N

1k

1
pk

M

1r

1
r0

ZZ

ZZ
cZ

ZZ1

ZZ1
c)Z(H    (2.5.2) 

 
V.2. Ph©n tÝch hÖ thèng trong miÒn Z 
a. C¸c phÇn tö thùc hiÖn 
- PhÇn tö trÔ: 
 Gäi x(n) lμ ®Çu vμo, y(n) lμ ®Çu ra; quan hÖ gi÷a ®Çu vμo vμ ®Çu ra cña phÇn tö trÔ 
trong miÒn Z ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 
 Tõ:  y(n) = x(n-1) 
LÊy biÕn ®æi Z ta cã: 
  Y(Z) = Z-1X(Z) 
 Nh− vËy phÐp trÔ trong miÒn biÕn ®éc lËp tù nhiªn n ®−îc thay b»ng phÐp nh©n víi 
Z-1 trong miÒn Z. 
- PhÇn tö céng: 
Gäi xi(n) (i = 1.. M) lμ c¸c ®Çu vμo, y(n) lμ ®Çu ra; quan hÖ gi÷a ®Çu vμo vμ ®Çu ra cña 
phÇn tö céng trong miÒn Z ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 

 Tõ:  y(n) = ∑
=

M

1i
i )n(x  

 LÊy biÕn ®æi Z ta cã: 

  ∑∑∑
==

∞

−∞=

− ==
M

1i
i

M

1i n

n
i )Z(XZ)n(x)Z(Y  

- PhÇn tö nh©n víi h»ng sè (phÇn tö khuÕch ®¹i) 
 Gäi x(n) lμ ®Çu vμo, a lμ h»ng sè vμ y(n) lμ ®Çu ra; quan hÖ gi÷a ®Çu vμo vμ ®Çu ra 
cña phÇn tö nh©n víi h»ng sè trong miÒn Z ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 
 Tõ:  y(n) = ax(n) 
LÊy biÕn ®æi Z ta cã:  Y(Z) = aX(Z) 
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C¸c phÇn tö trªn ®−îc biÓu diÔn nh− trong c¸c h×nh sau: 
  
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 

 
 

H×nh 2.5. C¸c phÇn tö c¬ b¶n. 
 
b. Ph©n tÝch hÖ thèng rêi r¹c 

ViÖc ph©n tÝch hÖ thèng rêi r¹c dùa trªn c¸c nguyªn t¾c sau: 
- Ph©n tÝch hÖ thèng tæng qu¸t thμnh c¸c hÖ thèng (khèi) nhá vμ ®¬n gi¶n h¬n. 
- T×m quan hÖ ghÐp nèi gi÷a c¸c khèi (hÖ thèng) nμy. 
- T×m hμm truyÒn ®¹t Hi(Z) cña tõng khèi nhá. 
- GhÐp c¸c hμm truyÒn ®¹t trªn theo c¸c quan hÖ ®· x¸c ®Þnh. 
VÝ dô: Cho hÖ thèng nh− h×nh vÏ, ph©n tÝch vμ t×m hμm truyÒn ®¹t cña hÖ thèng. 

 
  
 
  
 
 
 
Gi¶i: C¸c khèi 2 vμ 3 nèi tiÕp nhau vμ ghÐp song song víi khèi 4, khèi 1 ghÐp nèi tiÕp víi 

hÖ thèng nμy. 
 Do ®ã ta cã: 
  H(Z) = H1(Z)[ H2(Z) H3(Z) + H4(Z)] 
 
V.3. Gi¶i ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh hÖ sè h»ng 
 V× c¸c ®iÒu kiÖn ®Çu cña c¸c ph−¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh hÖ sè h»ng lμ kh¸c 
kh«ng, v× vËy ta chØ dïng biÕn ®æi Z mét phÝa trong c¸c øng dông nμy. 
 XÐt biÕn ®æi Z cña thμnh phÇn x(n - m) víi m cè ®Þnh vμ n ≥ 0. 

  

[ ]

[ ]
)1(x)Z(XZ

...Z)2(xZ)1(x)0(xZ)1(x

Z)1n(x)1n(xZT

1

211
0n

n

−+=

++++−=

−=−

−

−−−

∞

=

−∑
 

Z-1 
X(Z) Y(Z) = Z-1X(Z)

PhÇn tö trÔ 

∑
=

=
M

1i
i )Z(X)Z(Y

+

X1(Z) 

X2(Z) 

Xn(Z) 

PhÇn tö céng 

X(Z) Y(Z)= a.X(Z)
PhÇn tö nh©n víi h»ng sè

a

H1(Z) 

H2(Z) H3(Z)

H4(Z)

+ 

Y(Z)
X(Z) 
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[ ] )2(x)1(xZ)Z(XZ)2n(xZT 12 −+−+=− −−  

[ ] )3(x)2(xZ)1(xZ)Z(XZ)3n(xZT 123 −+−+−+=− −−−  

… 

[ ]

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+=

−++−++−+=−

∑
=

−

−+−−

m

1r

rm

11mm

Z)r(x)Z(XZ

)m(x)1m(xZ...)1(xZ)Z(XZ)mn(xZT
 

BiÓu thøc trªn sÏ ®−îc ¸p dông ®Ó gi¶i c¸c PTSPTT hÖ sè h»ng. 
VÝ dô: 
 Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh sai ph©n sau: 
  y(n) - 3y(n-1) + 2y(n-2) = x(n) 
víi:  x(n) = 3n - 2. 
  y(-2) = - 4/9 ;  y(-1) = - 1/3. 
Gi¶i: 
LÊy biÕn ®æi Z mét phÝa cña ph−¬ng tr×nh: 
 ZT1[y(n)] - 3.ZT1[y(n-1)] + 2. ZT1[y(n-2)] = ZT1[3n-2]   

⇔ ( ) ( )
3Z

Z3)2(y)1(yZ)Z(YZ2)1(y)Z(YZ3)Z(Y 2121

−
=−+−++−+− −−−−  

Thay y(-1) = -1/3 vμ y(-2) = -4/9 vμo ph−¬ng tr×nh trªn ta ®−îc: 

 

( ) ( )3Z9
Z

9
1

Z3
2Z2Z31)Z(Y

3Z
Z3

9
4

3
1Z)Z(YZ21)Z(YZ3)Z(Y

21

2121

−
=+−+−⇔

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−++−

−−

−−−−

 

( ) ( )3ZZ
2Z

3ZZ9
Z)3Z(Z)3Z(6

Z
)2Z)(1Z()Z(Y

2

2 −
−

=
−

+−−−
=

−−
⇔  

( )3Z)1Z(
Z)Z(Y

−−
=⇔  

T×m biÕn ®æi Z ng−îc cña Y(Z): 
 Dïng ph−¬ng ph¸p khai triÓn thμnh ph©n thøc tèi gi¶n: 

  
3Z

A
1Z

A
Z

)Z(Y 21

−
+

−
=  

Víi Ak ®−îc tÝnh theo c«ng thøc: 

  
pkZZ

pkk )Z(Q
)Z(P)ZZ(A

=

−=  

ta cã: ( ) 2
1

3Z)1Z(
1)1Z(A

1Z
1 −=

−−
−=

=

 vμ ( ) 2
1

3Z)1Z(
1)3Z(A

3Z
2 =

−−
−=

=

 

VËy:  
3Z

Z
1Z

Z)Z(Y
−

+
−

−=  

Cuèi cïng, ta cã ®¸p øng ra y(n) h− sau: 

  ( ) )n(u13
2
1)n(u3

2
1)n(u1

2
1)n(y nnn −=+−=  
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V.4. §é æn ®Þnh 
a. Sù æn ®Þnh cña mét hÖ thèng tuyÕn tÝnh bÊt biÕn 
 Khi kh«ng cã tÝn hiÖu ®Çu vμo cña hÖ thèng sè, nh−ng cã thÓ ë ®Çu ra cña hÖ thèng 
xuÊt hiÖn tÝn hiÖu, ®ã lμ tr−êng hîp hÖ thèng kh«ng æn ®Þnh. 
 TÝnh æn ®Þnh cña mét hÖ thèng tuyªn tÝnh bÊt biÕn (kh«ng nhÊt thiÕt lμ nh©n qu¶) 
phô thuéc vμo ®¸p øng xung: 

§iÒu kiÖn: ∞<∑
∞

−∞=n
)n(h  lμ ®iÒu kiÖn æn ®Þnh trong miÒn n. 

 ChuyÓn ®iÒu kiÖn nμy sang miÒn Z, lóc ®ã hμm truyÒn ®¹t H(Z) sÏ ®Æc tr−ng hoμn 
toμn cho hÖ thèng. 

  ∑
∞

−∞=

−=
n

nZ)n(h)Z(H    Rh-<⏐Z⏐< Rh+ 

§Ó tho¶ m·n ®iÒu kiÖn æn ®Þnh trong miÒn n th× hμm truyÒn ®¹t H(Z) ph¶i héi tô 
víi ⏐Z⏐=1, v× thÕ miÒn héi tô cña H(Z) nnhÊt thiÕt ph¶i chøa vßng trßn ®¬n vÞ  ⏐Z⏐=1. 

Tõ ®©y ta cã ®iÒu kiÖn æn ®Þnh cña hÖ thèng TTBB nh− sau: 
 Mét hÖ thèng TTBB lμ æn ®Þnh nÕu vμ chØ nÕu vßng trßn ®¬n vÞ n»m trong miÒn héi 
tô cña hμm truyÒn ®¹t cña hÖ thèng. 
 
b. Sù æn  ®Þnh cña hÖ thèng TTBB nh©n qu¶ 
 Trong thùc tÕ, víi c¸c hÖ thèng nh©n qu¶ ta cã: 

  ∑
∞

=

−=
0n

nZ)n(h)Z(H  

MiÒn héi tô cña H(Z) lμ miÒn ngoμi cña vßng trßn b¸n kÝnh Rh -: Rh -<⏐Z⏐, trong ®ã:  

  n
1

nh )n(hlimR
∞→− =  theo tiªu chuÈn Cauchy. 

VËy: 
 - Mét hÖ thèng TTBB lμ nh©n qu¶ nÕu vμ chØ nÕu miÒn héi tô cña hμm truyÒn ®¹t 
cña hÖ thèng n»m ngoμi vßng trßn cã b¸n kÝnh Rh-. 
 - Mét hÖ thèng TTBB nh©n qu¶ lμ æn ®Þnh nÕu vμ chØ nÕu tÊt c¶ c¸c ®iÓm cùc cña 
hμm truyÒn ®¹t H(Z) n»m bªn trong vßng trßn ®¬n vÞ. 
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Ch−¬ng  

  2  
BiÓu diÔn hÖ thèng vμ tÝn hiÖu rêi r¹c  

trong miÒn tÇn sè liªn tôc 
 
I. Më ®Çu. 
 Trong ch−¬ng 1 ®· tr×nh bμy vÒ viÖc biÓu diÔn tÝn hiÖu cña hÖ thèng rêi r¹c trong 
miÒn biÕn sè ®éc lËp tù nhiªn (miÒn n); ®©y lμ ph−¬ng ph¸p nghiªn cøu trùc tiÕp. ë ch−¬ng 
2, th«ng qua biÕn ®æi Z chóng ta ®· nghiªn cøu tÝn hiÖu cña hÖ thèng rêi r¹c trong miÒn Z 
vμ ®©y lμ mét ph−¬ng ph¸p nghiªn cøu gi¸n tiÕp. Mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p nghiªn 
cøu (biÓu diÔn) gi¸n tiÕp kh¸c th−êng ®−îc sö dông lμ biÕn ®æi Fourier (FT) ®Ó chuyÓn viÖc 
biÓu diÔn tÝn hiÖu vμ hÖ thèng rêi r¹c tõ miÒn biÕn sè ®éc lËp tù nhiªn n sang miÒn tÇn sè 
liªn tôc ω. 
 Sù liªn hÖ gi÷a c¸c miÒn ®−îc biÓu diÔn qua h×nh 3.1 sau: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 3.1. S¬ ®å liªn hÖ gi÷a c¸c miÒn. 
II. BiÕn ®æi Fourier cña c¸c tÝn hiÖu rêi r¹c 
II.1. §Þnh nghÜa biÕn ®æi Fourier. 
a. §Þnh nghÜa: 
 BiÕn ®æi Fourier cña mét tÝn hiÖu rêi r¹c x(n) ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

  ωω j

n

j e)n(x)e(X −
∞

−∞=
∑=            (3.2.1) 

b. C¸c ph−¬ng ph¸p thÓ hiÖn X(ej ω) 
- ThÓ hiÖn d−íi d¹ng phÇn thùc vμ phÇn ¶o. 
  X(ej ω) = Re[X(ej ω)] + j.Im[X(ej ω)]        (3.2.2) 
trong ®ã:  Re[X(ej ω)] lμ phÇn thùc cña X(ej ω) 
  Im[X(ej ω)] lμ phÇn ¶o cña X(ej ω) 

Z

IZ

F

IF

 
MiÒn n 

 
MiÒn Z 

MiÒn ω 
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- ThÓ hiÖn d−íi d¹ng modun vμ argument 

  
[ ])e(Xargjjj j

e)e(X)e(X
ωωω =  

trong ®ã: ⎥ X(ej ω)⎥ gäi lμ phæ biªn ®é cña x(n). 
  arg[X(ej ω)] gäi lμ phæ pha cña x(n). 

Quan hÖ gi÷a phæ biªn ®é, phæ pha víi phÇn thùc vμ phÇn ¶o cña X(ej ω) nh− sau: 

   [ ] [ ])e(XIm)e(XRe)e(X j2j2j ωωω +=          (3.2.3) 

  [ ]
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
)je(XRe

)je(XIm
arctg)e(Xarg j

ω

ω
ω           (3.2.4) 

Th−êng dïng ký hiÖu ϕ(ω) ®Ó chØ argument: 
  ϕ(ω) = arg[X(ej ω)] 

Cuèi cïng ta cã:  
)(jjj e)e(X)e(X ωϕωω =        (3.2.5) 

- ThÓ hiÖn d−íi d¹ng ®é lín vμ pha 

 Gi¶ sö ta biÓu diÔn  X(ej ω) ë d¹ng sau: 
)(jjj e)e(A)e(X ωθωω =        (3.2.6) 

khi ®ã:  
 A(ej ω ) lμ thùc vμ:  
⎥ A(ej ω)⎥ =⎥ X(ej ω)⎥              (3.2.7) 

 [ ]
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+

±±=≥
=

0)(:12

,...2,1,0;0)(:2
)(arg

ω

ω
ω

π

π
j

j
j

eAk

keAk
eA         (3.2.8) 

hay: 

[ ] [ ] ππ
ω

ω
ωω

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+=

)(
)(1

2
12)](sgn[1

2
12)(arg

j

j
jj

eA
eAkeAkeA            (3.2.9) 

Cßn θ(ω) sÏ ®−îc thÓ hiÖn nh− sau: 
  arg[X(ej ω)] = arg[A(ej ω)] + θ(ω) = ϕ(ω)  
⇒  θ(ω) = ϕ(ω) - arg[A(ej ω)]         (3.2.10) 
VÝ dô: 

 Cho phæ X(ej ω) cã d¹ng sau: ω
ω

ω 3sin)( 2
jj eeX

−
=  

T×m: a. Re[X(ej ω)] vμ Im[X(ej ω)] 
 b. A(ej ω) vμ θ(ω). c. ⎥ X(ej ω)⎥ vμ ϕ(ω). 
 d. VÏ  A(ej ω), θ(ω),⎥ X(ej ω)⎥ vμ ϕ(ω). 
Gi¶i: 
a.  Ta cã: 
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[ ]
[ ] ωω

ωω

ωωωω

ω

ω

ω
ω

3sin.
2

sin)(Im

3sin.
2

cos)(Re

3sin
2

sin
2

cos3sin)( 2

=

=⇒

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

−

j

j

jj

eX

eX

jeeX

 

b. Tõ biÓu thøc (3.2.6) ta cã:  A(ej ω) = sin3ω vμ 
2

)( ωωθ =   

c.   ⎥ X(ej ω)⎥ = ⎥ sin3ω⎥ 

  π
ω
ωωωϕ

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−++−=

3sin
3sin1

2
1k2

2
)(  

d. §å thÞ cña A(ej ω), θ(ω),⎥ X(ej ω)⎥ vμ ϕ(ω) ®−îc biÓu diÔn trªn c¸c h×nh: 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

π/2

-π/2

-π π ω 

θ(ω) 

-π π ω 

A(ej ω) 

2π/3 π/
3

-2π/3-π π ω 

⏐X(ej ω)⏐ 

π

-π π ω 

ϕ(ω) 

-π
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H×nh 3.2. §å thÞ cña A(ej ω), θ(ω),⎥ X(ej ω)⎥ vμ ϕ(ω) 
 
II.2. Sù tån t¹i cña biÕn ®æi Fourier. 

BiÕn ®æi Fourier chØ tån t¹i nÕu chuçi trong (3.2.1) héi tô. Ta cã thÓ ph¸t biÓu ®iÒu 
kiÖn héi tô cña chuçi nμy nh− sau: 
Chuçi trong (3.2.1.1) héi tô nÕu vμ chØ nÕu x(n) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn sau ®©y: 

∞<∑
∞

−∞=n

)n(x             (3.2.11) 

 NÕu ®iÒu kiÖn nμy ®−îc tho¶ m·n th× chuçi (3.2.1) sÏ héi tô tuyÖt ®èi vÒ mét hμm 
liªn tôc cña ω. 
NhËn xÐt: 
 VÒ mÆt to¸n häc chóng ta cã quan hÖ sau: 

  
2

nn

2
x )n(x)n(xE ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≤= ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

 

NÕu (3.2.11) tho¶ m·n th×: 

  
2

n
)n(x ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡∑
∞

−∞=

< ∞ ⇒ ∞<= ∑
∞

−∞=n

2
x )n(xE        (3.2.12) 

 VËy: nÕu n¨ng l−îng Ex cña tÝn hiÖu x(n) lμ h÷u h¹n th× x(n) sÏ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 
(3.2.11) hay: BiÕn ®æi Fourier cña tÝn hiÖu cã n¨ng l−îng h÷u h¹n lμ lu«n héi tô. 
 
VÝ dô:  XÐt sù tån t¹i cña biÕn ®æi Fourier vμ tÝnh n¨ng l−îng Ex cña c¸c d·y x(n) sau: 

 a. x1(n) = u(n). b. x2(n) = r(n). c. x3(n) = δ(n). d. x4(n) = rectN(n). 
Gi¶i: 

a.    ∞=== ∑∑∑
∞

=

∞

−∞=

∞

−∞= 0nnn
1 1)n(u)n(x   

∞=== ∑∑
∞
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n

2
11x 1)n(xE  

VËy X1(ej ω) kh«ng tån t¹i. 

b.    ∞=== ∑∑∑
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−∞= 0nnn
2 n)n(r)n(x   
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VËy X2(ej ω) kh«ng tån t¹i. 
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VËy X3(ej ω) tån t¹i. 

d.    N1)n(rect)n(x
N

0nn
N

n
4 ∑∑∑

=

∞

−∞=

∞

−∞=

===   

N1)n(xE
N

0n

2

n

2
44x ∑∑

=

∞

−∞=

===  

VËy X4(ej ω) tån t¹i. 
II.2. BiÕn ®æi Fourier ng−îc. 
 V× X(ej ω) lμ mét hμm tuÇn hoμn cña biÕn tÇn sè ω cã chu kú 2π vμ X(ej ω) tån t¹i nÕu 
tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (3.2.11). Nªn ta cã thÓ khai triÓn hμm X(ej ω) thμnh chuçi Fourier 
trong kho¶ng (-π, π) vμ cã thÓ coi c¸c hÖ sè cña khai triÓn chuçi Fourier nμy chÝnh lμ x(n), 
tøc lμ ta cã thÓ t×m ®−îc c¸c gi¸ trÞ cña x(n) tõ X(ej ω) xÐt trong kho¶ng (-π, π). 
 Tõ biÓu thøc (3.2.1); 

  ωω j

n

j e)n(x)e(X −
∞

−∞=
∑=  

Nh©n c¶ hai vÕ víi ej ωm  råi lÊy tÝch ph©n trong kho¶ng (-π, π) ta ®−îc: 
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MÆt kh¸c ta cã: 
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Cuèi cïng ta cã: 

  ∫
−

=
π

π

ωω ω
π

de)e(X
2
1)m(x mjj  

Hay:  ∫
−

=
π

π

ωω ω
π

de)e(X
2
1)n(x njj      (3.2.13) 

 §©y chÝnh lμ biÓu thøc biÕn ®æi Fourier ng−îc (IFT). 
VÝ dô: 

 Cho:  
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⎪
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≤
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c
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T×m x(n), vÏ X(ej ω) vμ x(n) víi: 4n,
2 0c ==
πω . 

Gi¶i: 
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Víi: 4n,
2 0c ==
πω  ta cã: 
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⎪
⎨
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=
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2:e

)e(X
4j

j
πωω

ω  vμ 
[ ]

)4n(

)4n(2sin1)n(x
−

−
=

π

π
 

 
BiÓu diÔn X(ej ω) vμ x(n) b»ng ®å thÞ: 
Ta cã:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤

=
0

2:1
)e(X j

πωω  vμ: [ ]
⎪⎩

⎪
⎨
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=
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2:4
)e(Xarg j
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H×nh 3.3. §å thÞ cña X(ej ω) vμ x(n). 

 

1

π 

⏐X(ej ω)⏐  

ω 2π -π/2-3π/2-2π 

ω 
-
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-10π
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8π

arg[X(ej ω)] 
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n
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III. c¸c tÝnh chÊt cña BiÕn ®æi Fourier  
III.1. TÝnh chÊt tuyÕn tÝnh. 
 Gi¶ sö cã hai tÝn hiÖu x1(n) vμ x2(n) víi c¸c biÕn ®æi Fourier t−¬ng øng lμ: X1(ej ω) vμ 
X2(ejω).  
 Gäi d·y x(n) lμ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña x1(n) vμ x2(n): 
  x(n) = ax1(n) + bx2(n);  víi a, b lμ c¸c h»ng sè. 
th× biÕn ®æi Fourier cña x(n) nh− sau: 

 

[ ]
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       (3.3.1) 

 
III.2. TÝnh chÊt trÔ. 
 Gi¶ sö y(n) lμ tÝn hiÖu trÔ cña x(n), tøc lμ:  y(n) = x(n- n0) 
Ta cã: 

 

)e(Xee)nn(xe
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nj)nn(j
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−=−==

∑

∑∑∑
     (3.3.2) 

BiÓu diÔn d−íi d¹ng m« ®un vμ argumen ta cã: 
 ⏐Y(ej ω)⏐=⏐ X(ej ω)⏐ 
 arg[Y(ej ω)] = - ωn0 + arg[X(ej ω)]              (3.3.3) 
Tõ biÓu thøc (3.3.3) ta thÊy r»ng tÝn hiÖu x(n) bÞ trÔ ®i n0 mÉu trong miÒn biÕn sè ®éc lËp, 
th× trong miÒn tÇn sè phæ biªn ®é cña nã kh«ng ®æi, cßn phæ pha cña nã th× sÏ t¨ng thªm 
mét l−îng -ωn0. 
VÝ dô: Cho x(n) = rectN(n-n0). 

- T×m X(ej ω) 
- T×m phæ biªn ®é vμ phæ pha cña x(n). 

Gi¶i: 
 ¸p dông tÝnh chÊt trÔ ta cã: 
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VËy ta cã phæ biªn ®é vμ phæ pha cña x(n) nh− sau: 

 

2
sin

2
Nsin

)e(X j

ω

ω
ω =  
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III.3. TÝnh chÊt ®èi xøng. 
 Trong tr−êng hîp tæng qu¸t, tÝn hiÖu x(n) lμ tÝn hiÖu phøc vμ ta cã thÓ viÕt: 
  x(n) = Re[x(n)] + j .Im[x(n)] 
VËy d·y liªn hîp phøc cña x(n) lμ x*(n) cã d¹ng: 
  x*(n) = Re[x(n)] - j .Im[x(n)] 
Khi ®ã, quan hÖ gi÷a c¸c biÕn ®æi Fourier t−¬ng øng nh− sau: 
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VËy:   [ ] )e(X)n(xFT j** ω−=           (3.3.4) 

 
Víi x(n) lμ thùc, ta cã quan hÖ: 
 X*(e-j ω) =  X(ej ω) hay X*(ej ω) =  X(e-j ω).         
(3.3.5) 
Quan hÖ (3.3.5) cho thÊy tÝnh chÊt ®èi xøng Hermit cña phæ cña tÝn hiÖu thùc. 
 Tõ ®©y thÊy r»ng, ®èi víi x(n) thùc ta cã: 
  Re[X(ej ω)] = Re[X(e-j ω)]  

Im[X(ej ω)] = - Im[X(e-j ω)]         (3.3.6) 
T−¬ng tù, ®èi víi modun vμ argument ta còng cã: 

 ⏐X(ej ω)⏐=⏐ X(e-j ω)⏐  
 arg[X(ej ω)] =- arg[X(e-j ω)]            (3.3.7) 

III.4. TÝnh chÊt biÕn sè n ®¶o 
Gi¶ sö ta cã tÝn hiÖu x(n) vμ biÕn ®æi Fourier cña nã lμ: 

  [ ] [ ])e(Xargj

n

njj j
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XÐt biÕn ®æi Fourier cña tÝn hiÖu x(-n): 
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®æi biÕn: m = - n ta cã: [ ] )e(Xe)m(x)n(xFT j
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mj ωω −
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==− ∑          (3.3.8) 
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NÕu x(n) vμ x(-n) lμ thùc th× tõ tÝnh ®èi xøng Hermit ta cã: 

[ ] [ ] [ ])e(Xargjj)e(Xargjjj*j jj

e)e(Xe)e(X)e(X)e(X)n(xFT
ωω ωωωω −−− ====−

−

 

 
III.4. TÝch chËp cña hai tÝn hiÖu 
 XÐt hai d·y x1(n) vμ x2(n) cã biÕn ®æi Fourier t−¬ng øng lμ X1(ej ω) vμ X2(ejω). 
 Ta cã tÝch chËp cña hai d·y lμ: 
  x3(n) = x1(n)*x2(n) 
BiÕn ®æi Fourier cña x3(n) ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 
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¸p dông tÝnh chÊt trÔ ta cã: 
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VËy: 
  X3(ej ω)  = X1(ej ω).X2(ejω). 
VÝ dô: 
 Cho hai tÝn hiÖu: x1(n) = x2(n) = δ(n+2) + δ(n-2). TÝnh tÝch chËp: x3(n) = x1(n)*x2(n) 
th«ng qua tÝnh chÊt biÕn ®æi Fourier. 
Gi¶i: 
Ta cã: 
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VËy  X3(ej ω)  = X1(ej ω).X2(ejω) = 2cos2ω.2cos2ω = 4cos22ω  
     = (ej 2ω + e-j 2ω)2 = ej 4ω + 2 + e-j 4ω. 
¸p dông biÕn ®æi Fourier ng−îc ta cã: 
 x3(n) = δ(n+4) +2δ(n) + δ(n-4). 
 
III.5. TÝch cña hai d·y 
NÕu ta cã: 
  FT[x1(n)] = X1(ej ω) vμ FT[x2(n)] = X2(ej ω). 
th×:  
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Chøng minh: 
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VËy: 

 ( )∫
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      = )e(X*)e(X j
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ωω         (3.3.9) 

      = )e(X*)e(X j
1

j
2

ωω         (3.3.10) 

Quan hÖ (3.3.9 vμ 3.3.10) ®−îc gäi lμ tÝch chËp liªn tôc vμ tuÇn hoμn voÝ chu kú 2π. 
NhËn xÐt: 
 TÝch x3(n) = x1(n). x2(n) th−êng ®−îc dïng trong tr−êng hîp nghiªn cøu x1(n) cã 
chiÒu dμi rÊt lín, ®Ó h¹n chÕ chiÒu dμi cña x1(n) ta sÏ nh©n nã víi x2(n) cã chiÒu dμi h÷u 
h¹n, nh− lμ ta dïng mét cöa sæ ch÷ nhËt x2(n) = rectN(n). §©y gäi lμ kü thuËt cöa sæ, ®−îc 
dïng ®Ó tæng hîp bé läc sè FIR. 
 
III.6. Vi ph©n trong miÒn tÇn sè 
NÕu:  
  FT[x(n)] = X(ej ω)  
th×:  
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VËy ta cã: [ ]
ω

ω

d
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j
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III.7. TrÔ tÇn sè 
 NÕu ta cã: 
  FT[x(n) ] = X(ej ω)   

th×:  [ ] )e(X)n(xeFT )(jnj 00 ωωω −=         (3.3.11) 

Chøng minh: 
 Theo ®Þnh nghÜa cña biÕn ®æi Fourier ta cã: 

  [ ] )e(Xe)n(xee)n(x)n(xeFT )(j

n

n)(j

n

njnjnj 0000 ωωωωωωω −
∞

−∞=

−−
∞

−∞=

− === ∑∑  

NhËn xÐt: 

 ViÖc nh©n d·y x(n) víi nj 0e ω  trong miÒn biÕn sè n sÏ t−¬ng ®−¬ng víi viÖc dÞch 

chuyÓn tÇn sè cña phæ X(ej ω) ®i mét l−îng ω0.  
VÝ dô: 
 Cho x(n) vμ FT[x(n)] = X(ej ω). T×m phæ cña x(n)cosω0n = y(n) vμ minh ho¹ phæ cña 
x(n) vμ y(n) víi ω0 = π/2. 
Gi¶i: 
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V×:   
2

eencos
njnj

0

00 ωω

ω
−+

=    

Do ®ã: 

[ ]

( ) ( ) ( ))(j)(j

n

n)(jn)(j

n

nj
njnj

n

nj
00

0000

00

eX
2
1eX

2
1ee)n(x

2
1

e
2

ee)n(xnecos)n(xncos)n(xFT

ωωωωωωωω

ω
ωω

ωωω

+−
∞

−∞=

+−−−

∞

−∞=

−
−∞

−∞=

−

+=+=

+
==

∑

∑∑
 

Minh ho¹ phæ cña x(n) vμ y(n) víi ω0 = π/2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
III.8. Quan hÖ parseval 
NÕu ta cã: 
  FT[x1(n) ] = X1(ej ω)   
  FT[x2(n) ] = X2(ej ω)   

th×:  ω
π

ω
π

π

ω d)e(X)e(X
2
1)n(x).n(x j*

2
j

1
n

*
21 ∫∑

−

∞

−∞=

=         (3.3.12) 

Chøng minh: 

∫∫ ∑

∑ ∫

∑ ∫∑

−−

−
∞

−∞=

∞

−∞= −

−

∞

−∞= −

∞

−∞=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

π

π

ωω
π

π

ωω

π

π

ωω

π

π

ωω

ω
π

ω
π

ω
π

ω
π

d)e(X)e(X
2
1de)n(x)e(X

2
1

de)e(X
2
1)n(x

de)e(X
2
1)n(x)n(x).n(x

j
1

j*
2

nj

n
1

j*
2

n

njj*
21

*

n

njj
21

n

*
21

 

 Trong tr−êng hîp x1(n) = x2
*(n) = x(n), quan hÖ Parseval cho ta: 

  ω
π

π

π

ω d)e(X
2
1)n(x

2j

n

2

∫∑
−

∞

−∞=

=                 (3.3.13) 

X(ej ω) 

ω π/2 π 2π -π/2 -π -2π 

1

ω 

1/2

Y(ej ω) 

X(ej (ω - π/2)/2 X(ej (ω + π/2)/2 
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2j )e(X ω gäi lμ phæ mËt ®é n¨ng l−îng cña x(n), nã thÓ hiÖn sù ph©n bè n¨ng l−îng 

theo hμm cña tÇn sè; ®−îc ký hiÖu lμ Sxx(ej ω). 

VËy: Sxx(ej ω) = 
2j )e(X ω            (3.3.14) 

MÆt kh¸c n¨ng l−îng cña tÝn hiÖu x(n) lμ Ex:  ∑
∞

−∞=

=
n

2
x )n(xE   

Nh− vËy quan hÖ Parseval chÝnh lμ quan hÖ gi÷a n¨ng l−îng cña tÝn hiÖu vμ phæ 
mËt ®é n¨ng l−îng cña tÝn hiÖu ®ã. 
 Trong tr−êng hîp x(n) lμ thùc th× ⏐X(ej ω)⏐ lμ ®èi xøng: 
  ⏐X(ej ω)⏐=⏐X(e-j ω)⏐ 
VËy ta cã thÓ nãi r»ng: nÕu x(n) thùc th× Sxx(ej ω) còng lμ ®èi xøng:  
  Sxx(ej ω) = Sxx(e-j ω)          (3.3.15) 
 
III.9. §Þnh lý t−¬ng quan vμ ®Þnh lý weiner khintchine 
NÕu ta cã: 
  FT[x1(n) ] = X1(ej ω)   
  FT[x2(n) ] = X2(ej ω)   
th×: 

  [ ] )e(X)e(X)e(R)n(rFT j
2

j
1

j
xxxx 2121

ωωω −==         (3.3.16) 

Chøng minh: 

  

[ ] [ ]

∑ ∑

∑ ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−

∞

−∞=

−
∞

−∞=

∞

−∞=

−

−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−==

m n

nj
21

n

nj

m
21

n

nj
xxxx

e)nm(x)m(x

e)nm(x)m(xe)n(r)n(rFT
2121

ω

ωω

 

®æi biÕn: m - n = k. 

[ ] ( ) ( )

[ ] )e(X)e(X)e(Xe)m(x

eekx)m(xekx)m(x)n(rFT

j
2

j
1

j
2

mj

m
1

mj

m k

kj
21

m k

)km(j
21xx 21

ωωωω

ωωω

−−−
∞

−∞=

−
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

−−

==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

∑

∑ ∑∑ ∑
 

NhËn xÐt: 
NÕu x2(n) lμ thùc, ta cã:  

)e(X)e(X)e(R j*
2

j
1

j
xx 21

ωωω =  

NÕu x1(n) = x2(n) = x(n) ta cã hμm tù t−¬ng quan: 

)e(X)e(X)e(R jjj
xx

ωωω −=    

NÕu hμm tù t−¬ng quan x(n) lμ thùc, ta cã:  

 )e(S)e(X)e(X)e(X)e(R j
xx

2jj*jj
xx

ωωωωω ===  

VËy: BiÕn ®æi Fourier cña hμm tù t−¬ng quan sÏ b»ng phæ mËt ®é n¨ng l−îng cña tÝn 

hiÖu.  

 
2jj

xx
j

xx )e(X)e(S)e(R ωωω ==          (3.3.17) 
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Quan hÖ (3.3.17) gäi lμ ®Þnh lý Weiner - Khintchine. §Þnh lý nμy cã ý nghÜa rÊt 
quan träng vμ nã chøng tá r»ng d·y tù t−¬ng quan vμ phæ mËt ®é n¨ng l−îng cã chøa cïng 
mét th«ng tin vÒ tÝn hiÖu. Tuy vËy, c¶ hai ®Òu kh«ng chøa th«ng tin vÒ pha, do vËy viÖc 
phôc håi tÝn hiÖu tõ hμm tù t−¬ng quan hoÆc phæ mËt ®é n¨ng l−îng kh«ng lμ duy nhÊt. 

§èi víi biÕn ®æi Fourier cña hμm t−¬ng quan chÐo ta cßn gäi )e(R j
xx 21

ω  lμ phæ mËt 

®é n¨ng l−îng chÐo cña x1(n) vμ x2(n), ký hiÖu lμ )e(S j
xx 21

ω  

  )e(X)e(X)e(S)e(R j*
2

j
1

j
xx

j
xx 2121

ωωωω =≡         (3.3.18) 

 
VÝ dô: Cho tÝn hiÖu x(n) lμ thùc. TÝnh gi¸ trÞ cña hμm tù t−¬ng quan cña x(n) t¹i    n = 0 

vμ nhËn xÐt vÒ kÕt qu¶. 
 
Gi¶i: 
Theo ®Þnh nghÜa hμm tù t−¬ng quan ta cã: 

  ∑
∞

−∞=

−=
m

xx )nm(x)m(x)n(r  

T¹i n = 0: 

  x
m

2

m
xx E)m(x)m(x)m(x)0(r === ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

 

Theo c«ng thøc biÕn ®æi Fourier ng−îc ta cã: 

  ω
π

ω
π

π

ω de)e(R
2
1)n(r njj

xxxx ∫
−

=  

⇒  ω
π

π

π

ω d)e(R
2
1)0(r j

xxxx ∫
−

=  

Theo gi¶ thiÕt x(n) lμ thùc, nªn: 

  ω
π

π

π

ω d)e(X
2
1)0(r

2j
xx ∫

−

=  

Cuèi cïng ta cã: 

  ω
π

π

π

ω d)e(X
2
1)m(x)0(rE

2j

m

2
xxx ∫∑

−

∞

−∞=

===  
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III.10. Tæng kÕt c¸c tÝnh chÊt cña biÕn ®æi Fourier víi tÝn hiÖu rêi r¹c 
 

TÝnh chÊt MiÒn biÕn sè tù nhiªn n MiÒn tÇn sè liªn tôc ω 

 
FT vμ IFT ∫

−

=
π

π

ωω ω
π

de)e(X
2
1)n(x njj  ∑

∞

−∞=

−=
n

njj e)n(x)e(X ωω  

TuyÕn tÝnh ax1(n) + bx2(n) aX1(ej ω) + bX2(ej ω) 

TÝnh chÊt trÔ x(n - n0) )e(Xe jnj 0 ωω−  

§èi xøng 
 
 
 
 
 

x(n) thùc 
 
 
 
 
 

X*(ej ω) = X(e -j ω) 
Re[X*(ej ω)] = Re[X(e -j ω)] 
Im[X*(ej ω)] = -Im[X(e -j ω)] 

)e(X)e(X jj ωω −=  

arg[X*(ej ω)] = -arg[X(e -j ω)] 

Liªn hîp phøc x*(n) X*(ej ω) 

BiÕn sè ®¶o x(-n) X(e -j ω) 

TÝch chËp x1(n)*x2(n) X1(ej ω). X2(ej ω) 

TÝch sè 
 

 
x1(n).x2(n) ∫

−

−
π

π

ωωω ω
π

'd)e(X)e(X
2
1 'j

2
)'(j

1  

Vi ph©n trong miÒn 
ω 

 
nx(n) ω

ω

d
)e(dXj

j

 

TrÔ tÇn sè )n(xe nj 0ω  )e(X )(j 0ωω−  

§iÒu chÕ 
 

 
x(n) cosω0n 

)e(X
2
1)e(X

2
1 )(j)(j 00 ωωωω −+ +  

Quan hÖ Farseval  
 
 

 

 

∑
∞

−∞=n

*
21 )n(x).n(x  

∑
∞

−∞=n

2)n(x  

∫
−

π

π

ωω ω
π

d)e(X)e(X
2
1 j

1
j*

2  

ω
π

π

π

ω d)e(X
2
1 2j∫

−

 

T−¬ng quan 
∑
∞

−∞=

−=
m

21xx )nm(x)m(x)n(r
21

 

rxx(n) 

 
X1(ej ω). X2(e -j ω) 
 

2jj
xx

j
xx )e(X)e(S)e(R ωωω ==  
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IV. §Þnh lý lÊy mÉu 
 §Ó cã thÓ ¸p dông c¸c kü thuËt xö lý tÝn hiÖu sè trong viÖc xö lý c¸c tÝn hiÖu t−¬ng 
tù th× ®iÒu c¬ b¶n ®Çu tiªn lμ cÇn chuyÓn ®æi c¸c tÝn hiÖu t−¬ng tù thμnh d·y c¸c sè. Qu¸ 
tr×nh nμy ®−îc thùc hiÖn b»ng c¸ch lÊy mÉu tÝn hiÖu t−¬ng tù theo chu kú. NÕu gäi tÝn 
hiÖu t−¬ng tù lμ xa(t), x(n) lμ tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian thu ®−îc sau qu¸ tr×nh lÊy 
mÉu, T lμ chu kú lÊy mÉu th×: 
  x(n) = xa(nT)  víi  - ∞ < n < ∞               (3.4.1) 
 Quan hÖ (3.4.1) m« t¶ qu¸ tr×nh lÊy mÉu trong miÒn thêi gian. §Ó qu¸ tr×nh lÊy 
mÉu kh«ng lμm mÊt m¸t th«ng tin cña phæ tÝn hiÖu (kh«ng g©y ra hiÖn t−îng trïng phæ ) 
th× tÇn sè lÊy mÉu Fs = 1/T ph¶i cã gi¸ trÞ ®ñ lín. Khi ®iÒu nμy ®−îc ®¶m b¶o th× tÝn hiÖu 
t−¬ng tù cã thÓ ®−îc kh«i phôc chÝnh x¸c tõ tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian. 
 NÕu xa(n) lμ tÝn  hiÖu kh«ng tuÇn hoμn víi n¨ng l−îng h÷u h¹n, th× phæ cña nã cã 
thÓ ®−îc x¸c ®Þnh bëi quan hÖ cña biÕn ®æi Fourier : 

  ∫
∞

∞−

−= dte)t(x)F(X Ft2j
aa

π             (3.4.2) 

 Ng−îc l¹i, tÝn hiÖu xa(t) cã thÓ ®−îc kh«i phôc tõ phæ cña nã qua biÕn ®æi Fourier 
ng−îc: 

  ∫
∞

∞−

= dte)F(X)t(x Ft2j
aa

π             (3.4.3) 

 ë ®©y, viÖc sö dông tÊt c¶ c¸c thμnh phÇn tÇn sè trong kho¶ng :- ∞ < F < ∞  lμ cÇn 
thiÕt ®Ó cã thÓ kh«i phôc ®−îc tÝn hiÖu xa(t) nÕu tÝn hiÖu nμy cã d¶i tÇn v« h¹n. 
 Phæ cña tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian x(n) nhËn ®−îc b»ng c¸ch lÊy mÉu cña xa(t), 
®−îc biÓu diÔn qua phÐp biÕn ®æi Fourier nh− sau: 

  ∑
∞

−∞=

−=
n

nje)n(x)(X ωω              (3.4.4) 

hoÆc :  ∑
∞

−∞=

−=
n

fn2je)n(x)f(X π               (3.4.5) 

 Ng−îc l¹i, d·y x(n) cã thÓ ®−îc kh«i phôc l¹i tõ X(ω) hoÆc tõ X(f) qua biÕn ®æi 
ng−îc: 
 

  ∫∫
−−

==
2

1

2
1

fn2jnj dfe)f(Xde)(X
2
1)n(x π

π

π

ω ωω
π

          (3.4.6) 

Tõ quan hÖ gi÷a chu kú lÊy mÉu T, c¸c biÕn ®éc lËp t vμ n: 

  
sF

nnTt ==               (3.4.7) 

 Thay vμo (3.4.2), ta suy ra quan hÖ t−¬ng øng trong miÒn tÇn sè cña c¸c biÕn tÇn sè 
F vμ f gi÷a Xa(t) vμ X(f) vμ ng−îc l¹i: 

  ∫
∞

∞−

=≡ dFe)F(X)nT(x)n(x sF
Fn2j

aa

π
           (3.4.8) 

 Tõ (3.4.6) vμ (3.4.8) ta cã hÖ thøc quan hÖ: 
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  ∫∫
∞

∞−−

= dFe)F(Xdfe)f(X sF
Fn2j

a

2
1

2
1

fn2j ππ            (3.4.9) 

 Khi qu¸ tr×nh lÊy mÉu ®−îc thùc hiÖn tuÇn hoμn th×: 

  
sF

Ff =               (3.4.10) 

 Khi ®ã, hÖ thøc (3.4.9) trë thμnh: 

  ∫∫
∞

∞−−

= dFe)F(XdFe)
F
F(X

F
1

s

s

s

s F
Fn2j

a

2
F

2
F

F
Fn2j

ss

ππ
         (3.4.11) 

 BiÕn ®æi biÓu thøc thuéc vÕ ph¶i cña (3.4.11), ta cã: 

  ∑ ∫∫
∞

−∞=

+

−

∞

∞−

=
k

F)2
1k(

F)2
1k(

F
Fn2j

a
F

Fn2j

a

s

s

ss dFe)F(XdFe)F(X
ππ

       (3.4.12) 

Thùc hiÖn viÖc ®æi biÕn trong (3.4.12) vμ sö dông tÝnh chÊt tuÇn hoμn cña hμm mò: 

 ss
s

F
Fn2jF

)kFF(n2j
ee

π−π
=  

sÏ cho ta: Xa(F) trong kho¶ng tÇn sè (k-1/2)Fs ®Õn (k+1/2)Fs sÏ hoμn toμn t−¬ng øng víi 
Xa(F - kFs) trong kho¶ng -Fs/2 ®Õn Fs/2. Tõ ®ã, ta cã: 

∫ ∑

∑ ∫∑ ∫

−

∞

−∞=

∞

−∞= −

∞

−∞=

+

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−=

2
F

2
F

F
Fn2j

k
sa

k

2
F

2
F

F
Fn2j

sa
k

F)2
1k(

F)2
1k(

F
Fn2j

a

s

s

s

s

s

s

s

s

s

dFe)kFF(X

dFe)kFF(XdFe)F(X

π

ππ

        (3.4.13) 

So s¸nh (3.4.6) vμ (3.4.13) ta ®−îc: 

  ∑
∞

−∞=

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

k
sas

s

)kFF(XF
F
FX          (3.4.14) 

hoÆc:   [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

sas F)kf(XF)f(X          (3.4.15) 

 C¸c hÖ thøc (3.4.14) vμ (3.4.15) ®−a ra mèi quan hÖ gi÷a phæ X(F/Fs) hoÆc X(f) cña 
tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian vμ phæ Xa(F) cña tÝn hiÖu t−¬ng tù. Thùc chÊt, vÕ ph¶i cña 
hai biÓu thøc nμy lμ sù lÆp l¹i cã chu kú cña phæ ®· ®−îc lÊy tû lÖ Xa(F) víi chu kú Fs. 
 XÐt quan hÖ (3.4.14) vμ (3.4.15) víi c¸c tÇn sè lÊy mÉu cã gi¸ trÞ kh¸c nhau. §Ó 
thùc hiÖn ®iÒu nμy, ta xÐt víi vÝ dô lμ mét tÝn hiÖu t−¬ng tù víi bÒ réng phæ h÷u h¹n. TÝn 
hiÖu nμy ®−îc m« t¶ trªn h×nh (3.4a). Phæ cña tÝn hiÖu sÏ b»ng kh«ng khi ⏐F⏐≥ B.  
 • NÕu chän tÇn sè lÊy mÉu Fs≥ 2B th× phæ X(F/Fs) cña tÝn hiÖu rêi r¹c sÏ cã d¹ng 
nh− trªn h×nh (3.4b). Nh− vËy, nÕu tÇn sè lÊy mÉu Fs ®−îc chän sao cho Fs≥ 2B, víi 2B lμ 
tÇn sè Nyquist th×: 

  )F(XF
F
FX as

s

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
            (3.4.16) 
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trong tr−êng hîp nμy hiÖn t−îng trïng phæ sÏ kh«ng x¶y ra vμ v× vËy, trong miÒn giíi h¹n 
cña tÇn sè c¬ b¶n ⏐F⏐≤ Fs/2 hoÆc ⏐f⏐≤ 1/2, phæ cña tÝn hiÖu rêi r¹c sÏ ®ång nhÊt víi phæ 
cña tÝn hiÖu t−¬ng tù. 

 • NÕu chän tÇn sè lÊy mÉu Fs< 2B th× trong c«ng thøc x¸c ®Þnh ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

sF
FX , do cã sù lÆp 

l¹i cã chu kú cña Xa(F) nªn sÏ ph¸t sinh hiÖn t−îng trïng phæ, nh− m« t¶  trªn h×nh (3.4c). 

Khi ®ã phæ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

sF
FX  cña tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian sÏ cã chøa c¸c thμnh phÇn víi c¸c 

tÇn sè nhÇm lÉn cña phæ tÝn hiÖu t−¬ng tù Xa(F), v× vËy viÖc kh«i phôc chÝnh x¸c tÝn hiÖu 
gèc tõ c¸c mÉu sÏ kh«ng thÓ thùc hiÖn ®−îc. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 3.4. M« t¶ sù lÊy mÉu tÝn hiÖu cã bÒ réng phæ h÷u h¹n vμ sù trïm phæ. 
 
 Trong tr−êng hîp kh«ng cã hiÖn t−îng trïng phæ, tÝn hiÖu gèc xa(n) cã thÓ ®−îc 
kh«i phôc l¹i mét c¸ch chÝnh x¸c tõ c¸c mÉu x(n): 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

2
FF0

2
FF

F
FX

F
1

)F(X
s

s

ssa        (3.4.17) 

Theo phÐp biÕn ®æi Fourier th×: 

  ∑
∞

−∞=

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

n

F
nF2j

s

se)n(x
F
FX

π
 

vμ biÕn ®æi ng−îc Fourier sÏ cho ta xa(t) tõ phæ cña nã Xa(F): 

T 

n

x(n) 

(c) 

X(F/Fs) 

-Fs Fs 

F

T 

n

x(n) 

(b) 

X(F/Fs) 

-Fs   Fs Fs/2 -Fs/2

FS Xa(F) FS Xa(F+Fs) FS Xa(F-Fs)

F

t

xa(t) 

(a) 

Xa(F) 

 B -B

F
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( ) dFeFX)t(x Ft2j
2
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s

s

π∫
−

=  

Gi¶ sö Fs= 2B, thay vμo c¸c hÖ thøc trªn, ta ®−îc: 

 

)18.4.3(
)nTt)(T/(

)nTt)(T/sin()nT(x

dFe)n(x
F
1xdFee)n(x

F
1)t(x

n
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2
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nt(F2j
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Ft2j
2

F
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F
nF2j

s
a

s

s

s

s

s
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−

−∞

−∞=−

∞

−∞=

−

−
−

=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

π
π

πππ

 

 
C«ng thøc (3.4.18) cã chøa hμm: 

  
Bt2

Bt2sin
t)T/(

t)T/sin()t(g
π
π

π
π

==        (3.4.19) 

®−îc dÞch bëi c¸c l−îng nT, n = 0, ±1, ±2, ±3,… vμ  ®−îc nh©n víi c¸c mÉu t−¬ng øng xa(nT) 
cña tÝn hiÖu rêi r¹c. C«ng thøc (3.4.19) ®−îc gäi lμ c«ng thøc néi suy vμ ®−îc dïng ®Ó kh«i 
phôc tÝn hiÖu liªn tôc xa(t) tõ c¸c mÉu, cßn hμm g(t) trong (3.4.19) ®−îc gäi lμ hμm néi suy. 
V× t¹i t = kT th× hμm néi suy g(t-kT) sÏ cã gi¸ trÞ b»ng kh«ng, ngo¹i trõ k = n; Do ®ã gi¸ trÞ 

cña xa(t) t¹i c¸c thêi ®iÓm  t = kT sÏ chÝnh lμ mÉu xa(kT). ë tÊt c¶ c¸c thêi ®iÓm cßn l¹i, gi¸ 

trÞ cña xa(t) sÏ b»ng gi¸ trÞ cña hμm néi suy sau khi ®· lÊy tû lÖ víi xa(nT). 
 C«ng thøc (3.4.19) dïng ®Ó kh«i phôc tÝn hiÖu liªn tôc xa(t) tõ c¸c mÉu, ®−îc gäi lμ 
c«ng thøc néi suy lý t−ëng vμ lμ c¬ së cña ®Þnh lý lÊy mÉu. 
 
♦ Ph¸t biÓu ®Þnh lý lÊy mÉu 
 TÝn hiÖu liªn tôc theo thêi gian cã bÒ réng phæ h÷u h¹n víi tÇn sè cao nhÊt B(Hz) 
cã thÓ ®−îc kh«i phôc mét c¸ch duy nhÊt tõ c¸c mÉu, nÕu qu¸ tr×nh lÊy mÉu ®−îc thùc 
hiÖn víi tèc ®é Fs ≥ 2B trªn 1 gi©y. 
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ch−¬ng 4 
phÐp biÕn ®æi Fourier rêi r¹c 

 
 

PhÐp biÕn ®æi Fourier cña tÝn hiÖu rêi r¹c, X(f), vÒ mÆt lý thuyÕt cho ta nh÷ng c«ng 
thøc gi¶i tÝch gän vμ ®Ñp. Nã ®−îc sö dông réng r·i khi nghiªn cøu c¸c tÝn hiÖu viÕt ®−îc 
d−íi d¹ng gi¶i tÝch. Tuy nhiªn nã cã mét sè h¹n chÕ khi ¸p dông trong thùc tÕ khi ch¹y 
ch−¬ng tr×ng m¸y tÝnh. Cô thÓ lμ: 
 1. §é dμi tÝn hiÖu sè( sè mÉu tÝn hiÖu ®em ph©n tÝch) lμ v« cïng. Trong khi ®é dμi 
tÝn hiÖu trong thùc tÕ bao giê còng lμ h÷u h¹n. 
 2. BiÕn ®éc lËp f ( tÇn sè) cña X(f) lμ mét biÕn liªn tôc, trong khi ®ã viÖc xö lý tÝn 
hiÖu trªn m¸y tÝnh bao giê còng ph¶i ®−îc rêi r¹c ho¸, sè ho¸. 

  Do tÇm quan träng to lín cña phÐp biÕn ®æi Fourier nªn ng−êi ta ®· t×m c¸ch kh¾c 
phôc c¸c h¹n chÕ trªn b»ng c¸ch ®−a nã vÒ d¹ng thÝch hîp. §ã lμ phÐp biÕn ®æi Fourier rêi 
r¹c cña tÝn hiÖu cã ®é dμi h÷u h¹n vμ cã trôc tÇn sè còng ®−îc rêi r¹c ho¸, th−êng ®−îc 

gäi mét c¸ch ng¾n gän lμ phÐp biÕn ®æi Fourier rêi r¹c, ®−îc viÕt t¾t trong  tiÕng Anh lμ 
DFT, lμ mét thuËt ng÷ ®−îc dïng phæ biÕn. CÇn ph©n biÖt víi tªn gäi “ phÐp biÕn ®æi 
Fourier cña tÝn hiÖu rêi r¹c” mμ ta ®· nghiªn cøu ë ch−¬ng 3. Ngoμi ý nghÜa vÒ mÆt lý 
thuyÕt, DFT cßn ®ãng vai trß rÊt quan träng trong thùc tÕ xö lý tÝn hiÖu sè do tån t¹i c¸ch 
tÝnh DFT rÊt hiÖu qu¶, tèc ®é nhanh FFT. 
 
I. LÊy mÉu trong miÒn tÇn sè - biÕn ®æi Fourier rêi r¹c 
 Tr−íc khi nghiªn cøu DFT, ta h·y xÐt viÖc lÊy mÉu cña biÕn ®æi Fourier ®èi víi d·y 
tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian kh«ng tuÇn hoμn vμ tõ ®ã cã thÓ thiÕt lËp ®−îc quan hÖ gi÷a 
biÕn ®æi Fourier ®· ®−îc lÊy mÉu víi DFT. 
 
I.1. LÊy mÉu trong miÒn tÇn sè vμ kh«i phôc tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian 
 XÐt biÕn ®æi Fourier X(ej ω) hay X(ω) cña mét tÝn hiÖu kh«ng tuÇn hoμn rêi r¹c theo 

thêi gian x(n):  ∑
∞

−∞=

−=
n

nje)n(x)(X ωω  

Gi¶ sö tÝn hiÖu X(ω)  ®−îc lÊy mÉu tuÇn hoμn vμ kho¶ng c¸ch lÊy mÉu lμ δω. V× 
X(ω) lμ tuÇn hoμn víi chu kú 2π, do vËy chØ cÇn xÐt ®Õn c¸c mÉu ®−îc lÊy trong miÒn tÇn 
sè c¬ b¶n:     0 ≤ ω ≤ 2π vμ sè l−îng mÉu ®−îc lÊy trong kho¶ng nμy lμ N, th× kho¶ng c¸ch 
lÊy mÉu lμ δω = 2π/N, (h×nh 4.1). 

 
 
 
 
 
 
 

H×nh 4.1. LÊy mÉu tÇn sè cña biÕn ®æi Fourier 
XÐt gi¸ trÞ cña X(ω) t¹i ω = 2πk/N ta ®−îc: 

X(ω)  

ω   2π   π  kδω  

X(kδω )    

-π  
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 ∑
∞

−∞=

−
=

n

N
kn2j

e)n(x)k
N
2(X

ππ
, víi k nguyªn, k =[0..N-1]               (4.1.1) 

NÕu chia tæng (4.1.1) thμnh mét sè l−îng v« h¹n c¸c tæng, trong ®ã mçi tæng chøa N phÇn 
tö th× ta ®−îc: 

  

∑ ∑∑

∑∑
∞

−∞=

−+

=

−−

=

−

−

=

−−

−=

−

=++
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lNn

N
kn2j1N2

Nn

N
kn2j

1N

0n

N
kn2j1

Nn

N
kn2j

e)n(x...e)n(x

e)n(xe)n(x...)k
N
2(X

ππ

πππ

 

Thùc hiÖn viÖc ®æi biÕn n = n - lN vμ ®æi thø tù lÊy tæng ta ®−îc: 

  N
kn2j1N

0n l

e)lNn(x)k
N
2(X

ππ −−

=

∞

−∞=
∑ ∑ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=               (4.1.2) 

Chó ý trong biÓu thøc trªn, ®· sö dông tÝnh chÊt: 

  N
kn2jkl2jN

kn2j
N

)lNn(k2j
ee.ee

π
π

ππ
−−

−
−

==  

Ta thÊy tÝn hiÖu: ∑
∞

−∞=

−=
l

p )lNn(x)n(x                (4.1.3) 

nhËn ®−îc do sù xÕp chång cña v« sè tÝn hiÖu x(n) ®Æt lÖch nhau mét chu kú N.  
Nh− vËy, xp(n) lμ tÝn hiÖu tuÇn hoμn víi chu kú c¬ b¶n lμ N, nªn cã thÓ khai triÓn 

qua chuçi Fourier nh− sau: 

  ∑
−

=

=
1N

0k

N
kn2j

kp ec)n(x
π

 ,víi n nguyªn: [0..N-1]               (4.1.4) 

víi c¸c hÖ sè: ∑
−

=

−
=

1N

0n

N
kn2j

pk e)n(x
N
1c

π

,víi k nguyªn: [0..N-1]             

(4.1.5) 
Tõ (4.1.2), (4.1.3) vμ (4.1.5) ta cã: 

  )k
N
2(X

N
1ck

π
=                 (4.1.6) 

⇒  ∑
−

=

=
1N

0k

N
kn2j

p e)k
N
2(X

N
1)n(x

ππ
                   (4.1.7) 

Quan hÖ  (4.1.6)  chÝnh lμ c«ng thøc cho phÐp kh«i phôc l¹i tÝn hiÖu tuÇn hoμn xp(n) 
tõ c¸c mÉu cña phæ X(ω). Tuy nhiªn quan hÖ nμy kh«ng thÓ ®¶m b¶o ®−îc r»ng x(n) hoÆc 
X(ω) cã thÓ kh«i phôc tõ c¸c mÉu hay kh«ng. §Ó ®¶m b¶o ®iÒu nμy, cÇn ph¶i kh¶o s¸t 
quan hÖ gi÷a x(n) vμ xp(n). 

V× xp(n) lμ tÝn hiÖu nhËn ®−îc do sù xÕp chång cña c¸c tÝn hiÖu x(n) ®Æt lÖch nhau 
mét chu kú N. V× vËy x(n) cã thÓ ®−îc kh«i phôc tõ xp(n) nÕu kh«ng cã sù “trïm thêi 
gian” gi÷a c¸c thμnh phÇn cña xp(n). §iÒu nμy ®ßi hái x(n) ph¶i cã ®é dμi h÷u h¹n L vμ 

ph¶i nhá h¬n chu kú N cña xp(n). H×nh 4.2 m« t¶ hai tr−êng hîp cña tÝn hiÖu xp(n) øng víi 
c¸c tr−êng hîp N > L vμ N <  L.  
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H×nh 4.2. D·y kh«ng tuÇn hoμn x(n) vμ d·y më réng xp(n). 
 
Kh«ng lμm mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta cã thÓ xem x(n) lμ mét d·y cã ®é dμi h÷u h¹n víi 

c¸c gi¸ trÞ b»ng kh«ng ngoμi kho¶ng [0 .. L-1]. 
Nh− vËy ta cã: 
 x(n) = xp(n),  0 ≤ n ≤ N-1 

 Cuèi cïng, phæ cña tÝn hiÖu kh«ng tuÇn hoμn rêi r¹c theo thêi gian cã ®é dμi h÷u 
h¹n L cã thÓ kh«i phôc mét c¸ch chÝnh x¸c tõ c¸c mÉu cña nã t¹i c¸c tÇn sè ωk = 2kπ/N  
nÕu N ≥ L: 
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)n(x p          (4.1.8) 
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 , víi: 0 ≤ n ≤ N-1                      (4.1.9) 

vμ:   
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Tæng cña c¸c phÇn tö trong dÊu ngoÆc vu«ng cña (4.1.10) biÓu diÔn c«ng thøc néi 
suy ®−îc dÞch bëi 2πk/N theo tÇn sè. §Æt: 
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⇒  )
N

k2(p)k
N
2(X)(X

1N

0k

πωπω −= ∑
−

=

, N≥ L          (4.1.12) 

 Nh− vËy X(ω) cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh th«ng qua c¸c mÉu )k
N
2(X π

 cña nã qua c«ng 

thøc néi suy (4.1.11) vμ (4.1.12). 
 

x(n)

n
L

xp(n)

nL N

N>L
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nLN0-N

N< L
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II. BiÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi c¸c tÝn hiÖu tuÇn hoμn 
II.1. C¸c ®Þnh nghÜa 
a. §Þnh nghÜa biÕn ®æi Fourier rêi r¹c. 
 BiÕn ®æi Fourier rêi r¹c cña c¸c d·y tuÇn hoμn xp(n) cã chu kú N ®−îc ®Þnh nghÜa 
nh− sau: 

  ∑
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−
=

1N

0n

kn
N
2j

pp e)n(x)k(X
π

         (4.1.13) 

§Æt: N
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=  th× ta cã: 
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⇒  ∑
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=
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0n

kn
Npp W)n(x)k(X             (4.1.15) 

§©y chÝnh lμ biÓu thøc cña biÕn ®æi Fourier rêi r¹c. 
VÝ dô: 
 Cho d·y tuÇn hoμn xp(n) víi chu kú N = 10, nh− sau: 
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≤≤

=
9n50
4n01

)n(xp  

T×m Xp(k). 
Gi¶i: 
 D¹ng cña xp(n) ®−îc biÓu diÔn nh− sau: 
  
 
 
 
 
 
 

H×nh 4.3. §å thÞ tÝn hiÖu tuÇn hoμn chu kú N=10. 
 
¸p dông biÓu thøc (4.1.15) ta cã: 
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b. §Þnh nghÜa biÕn ®æi Fourier ng−îc. 

1

xp(n)

n104 5-6 -5 
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BiÕn ®æi Fourier ng−îc ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

 ∑
−

=

=
1N

0k

k
N
2j

pp e)k(X
N
1)n(x

π

        (4.1.16) 

hoÆc: 

 ∑
−

=

−=
1N

0k

kn
Npp W)k(X

N
1)n(x         (4.1.17) 

 
II.2. C¸c tÝnh chÊt cña BiÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi c¸c tÝn hiÖu tuÇn hoμn cã 

chu kú n 
 
a. TÝnh chÊt tuyÕn tÝnh. 
 DFT lμ mét biÕn ®æi tuyÕn tÝnh, tøc lμ nÕu cã hai d·y x1p(n) vμ x2p(n) lμ c¸c d·y 
tuÇn hoμn cã cïng chu kú N vμ x3p(n) lμ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña hai d·y trªn: 
  x3p(n) = a.x1p(n) + b.x2p(n) 
th× ta cã: 
  DFT[x3p(n)] = X3p(k) = a.X1p(k) + b.X2p(k)        (4.1.18) 
trong ®ã:  DFT[x1p(n)] = X1p(k)  vμ DFT[x2p(n)] = X2p(k) 
b. TÝnh chÊt trÔ. 
 NÕu xp(n) lμ d·y tuÇn hoμn cã cïng chu kú N víi DFT[xp(n)] = Xp(k), vμ d·y xp(n + 
n0) lμ d·y trÔ cña xp(n) còng lμ d·y tuÇn hoμn chu kú N th×: 

  DFT[xp(n+n0)] = )k(XW p
kn

N
0−          

(4.1.19) 
c. TÝnh ®èi xøng 
 NÕu xp(n) lμ d·y tuÇn hoμn cã cïng chu kú N víi DFT[xp(n)] = Xp(k) th×: 
  DFT[x*p(n)] = X*p(-k)           
(4.1.20) 
Chøng minh:  

  

[ ]

)k(XW)n(x

W)n(xW)n(x)n(xDFT

p

*1N

0n

kn
Np

**1N

0n

kn
N

*
p

1N

0n

kn
N

*
p

*
p

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

∑

∑∑

−

=

−

−

=

−

=
 

T−¬ng tù ta còng cã: 
  DFT[x*p(-n)] = X*p(k)           
(4.1.21) 
Chøng minh: 

  [ ] ∑
−

=
−=−

1N

0n

kn
N

*
p

*
p W)n(x)n(xDFT  

®æi biÕn m = - n ta ®−îc: 

  [ ] ∑
−−

=

−=−
)1N(

0m

km
N

*
p

*
p W)m(x)n(xDFT  

do tÝnh tuÇn hoμn chu kú N cña xp(n) vμ km
NW− nªn ta cã: 
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  [ ] )k(XW)m(x)n(xDFT *
p

*1N

0m

km
Np

*
p =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=− ∑

−

=

 

Vμ: 

  [ ]{ } [ ])k(X)k(X
2
1)n(xReDFT *

ppp −+=        (4.1.22) 

  [ ]{ } [ ])k(X)k(X
j2

1)n(xImDFT *
ppp −−=      (4.1.23) 

Chøng minh: 
  xp(n) = Re[xp(n)] + j .Im[xp(n)] 
  x*p(n) = Re[xp(n)] - j .Im[xp(n)] 

⇒  [ ] [ ])n(x)n(x
2
1)n(xRe *

ppp +=  

⇒  [ ]{ } [ ] [ ])k(X)k(X
2
1W)n(x)n(x

2
1)n(xReDFT *

pp
kn
N

1N

0n

*
ppp −+=+= ∑

−

=

 

vμ: 

⇒  [ ] [ ])n(x)n(x
j2

1)n(xIm *
ppp −=  

⇒  [ ]{ } [ ] [ ])k(X)k(X
j2

1W)n(x)n(x
j2

1)n(xImDFT *
pp

kn
N

1N

0n

*
ppp −−=−= ∑

−

=

 

d. TÝch chËp tuÇn hoμn 
 C«ng thøc tÝch chËp ®−îc tr×nh bμy trong ch−¬ng 1: 

  ∑
∞

−∞=

−==
m

21213 )mn(x)m(x)n(x*)n(x)n(x  

®−îc gäi lμ tÝch chËp tuyÕn tÝnh. §èi víi tÝch chËp nμy c¸c d·y lμ bÊt kú. Tuy nhiªn ë tÝch 
chËp tuÇn hoμn, chiÒu dμi c¸c d·y tuÇn hoμn lμ v« cïng nh−ng cã c¸c chu kú lÆp l¹i gièng 
nhau, v× thÕ tæng chØ lÊy trong mét chu kú. Vμ ta cã ®Þnh nghÜa tÝch chËp tuÇn hoμn nh− 
sau: 
 TÝch chËp tuÇn hoμn cña hai d·y tuÇn hoμn x1p(n) vμ x2p(n) lμ cã cïng chu kú N lμ 
d·y x3p(n) còng tuÇn hoμn víi chu kú N: 

  ( ) ∑
−

=

−==
1N

0m
p2p1p2Np1p3 )mn(x)m(x)n(x*)n(x)n(x       (4.1.24) 

XÐt tÝch chËp tuÇn hoμn trong miÒn k: 
  X3p(k) = X1p(k). X2p(k)            (4.1.25) 
Chøng minh: 
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0m
p2p1p3 W)mn(x)m(xW)mn(x)m(x)k(X  

®æi biÕn: l = n - m, n = l + m vμ v× x2p(n) lμ d·y tuÇn hoμn cã chu kú N, nªn ta cã: 

 )k(X)k(XW)l(xW)m(xW)l(x)m(x)k(X p2p1

1N

0l

kl
Np2

1N

0m

km
Np1

1Nm
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)ml(k
Np2

1N

0m
p1p3 === ∑∑∑∑
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=

−

=

−+−

−=
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=

 

e.TÝch cña hai d·y 
 NÕu ta coi tÝch cña hai d·y tuÇn hoμn x1p(n) vμ x2p(n) cã cïng chu kú N lμ d·y x3p(n) 
còng tuÇn hoμn víi chu kú N: 
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  x3p(n) = x1p(n).x2p(n) 
th× ta cã: 

  ( ) ∑
−

=

−==
1N

0m
p2p1p2Np1p3 )mk(X)m(X

N
1)n(X*)n(X)k(X      (4.1.26) 

Nh− vËy, tÝch ®¹i sè trong miÒn n th× t−¬ng øng víi tÝch chËp trong miÒn k. 
f. T−¬ng quan tuÇn hoμn. 
 NÕu ta cã hai d·y tuÇn hoμn x1p(n) vμ x2p(n) víi cïng chu kú N th× hμm t−¬ng quan 
chÐo cña chóng sÏ ®−îc tÝnh to¸n trªn mét chu kú theo biÓu thøc sau: 

   ∑
−

=

−=
1N

0m
p2p1xx )nm(x)m(x)n(r

p2p1
        (4.1.27) 

Nh− vËy, hμm t−¬ng quan chÐo cña hai d·y còng lμ mét d·y tuÇn hoμn víi chu kú N. 
XÐt trong miÒn k: 

   )k(X).k(X)k(R ppxx p2p1
−=          (4.1.28) 

 
III. BiÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi c¸c d·y kh«ng tuÇn hoμn cã chiÒu dμi h÷u 

h¹n 
III.1. C¸c ®Þnh nghÜa 

Nh− ®· ®Ò cËp ®Õn trong phÇn lÊy mÉu trong miÒn tÇn sè, mét d·y x(n) kh«ng tuÇn 
hoμn vμ cã chiÒu dμi h÷u h¹n N, ta ký hiÖu lμ x(n)N sÏ nhËn ®−îc b»ng c¸ch trÝch ra mét 
chu kú N cña d·y tuÇn hoμn xp(n) cã chu kú N: 

  
⎩
⎨
⎧

−><

−≤≤
=

1Nn,0n0

1Nn0)n(x
)n(x p

N  

§Ó nhËn ®−îc d·y x(n)N ta cã thÓ sö dông mét d·y ch÷ nhËt: 

   
⎩
⎨
⎧

−><
−≤≤

=
1Nn,0n0

1Nn01
)n(rectN  

vμ thùc hiÖn tÝch: 
  x(n)N = xp(n).rectN(n) 

Trong miÒn k, ®èi víi d·y X(k) cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 

  
⎩
⎨
⎧

−><

−≤≤
=

1Nn,0n0

1Nn0)k(X
)k(X p  

vμ:  X(k) = Xp(k).rectN(k) 
 H¬n n÷a, biÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi d·y tuÇn hoμn cã chu kú N chØ tÝnh trong 
mét chu kú råi kÕt qu¶ ®ã ®−îc tuÇn hoμn ho¸ tõ - ∞ ®Õn +∞ víi chu kú N ®Ó lμm ®Þnh 
nghÜa cho biÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi d·y cã chiÒu dμi h÷u h¹n N nh−ng kh«ng ®−îc 
thùc hiÖn tuÇn hoμn ho¸ mμ chØ lÊy tõ 0 ®Õn N-1. 
 Nh− vËy, biÕn ®æi Fourier rêi r¹c (DFT) ®èi víi c¸c d·y kh«ng tuÇn hoμn cã chiÒu 
dμi h÷u h¹n N ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 
a. BiÕn ®æi Fourier thuËn: 

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−><

−≤≤
= ∑

−

=

1Nn,0n0

1Nk0W)n(x
)k(X

1N

0n

kn
N            (4.3.1) 

b. BiÕn ®æi Fourier ng−îc: 
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⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−><

−≤≤
= ∑

−

=

−

1Nk,0k0

1Nk0W)k(X
N
1

)n(x

1N

0k

kn
N           (4.3.2) 

 ë ®©y ta gäi X(k) lμ phæ rêi r¹c cña tÝn hiÖu x(n), nÕu biÓu diÔn d−íi d¹ng modun vμ 
argument ta cã: 

  )k(je)k(X)k(X ϕ=  

  ϕ(k) = arg[X(k)]               
(4.3.3) 
trong ®ã: ⏐X(k)⏐ gäi lμ phæ rêi r¹c biªn ®é vμ ϕ(k) gäi lμ phæ rêi r¹c pha. 
VÝ dô 1: 
 T×m DFT cña d·y cã chiÒu dμi h÷u h¹n x(n) sau: 
  x(n) = δ(n) 
Gi¶i: Tr−íc hÕt ta chän chiÒu dμi cña d·y, gi¶ sö lμ N. VËy d·y x(n) cã d¹ng: 
 
 
 
 
 
 
 
  (a)       (b) 

H×nh 4.4. a- BiÓu diÔn cña d·y x(n), b- BiÓu diÔn cña phæ rêi r¹c biªn ®é 
 
Khi ®ã X(k) ®−îc tÝnh nh− sau: 

  
⎩
⎨
⎧

−><
−≤≤

==∑
−

= 1Nk,0k0
1Nk01

W)n()k(X
1N

0n

kn
Nδ  

VËy phæ biªn ®é rêi r¹c vμ phæ pha rêi r¹c lμ: 

  
⎩
⎨
⎧

−><
−≤≤

=
1Nk,0k0

1Nk01
)k(X    

  ϕ(k) = 0. 
D¹ng cña ⏐X(k)⏐ ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh 4.4b.  
VÝ dô 2: 
 T×m DFT cña d·y cã chiÒu dμi h÷u h¹n x(n) sau, víi a < 1: 
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1Nn0a
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Gi¶i: 
 Theo ®Þnh nghÜa DFT ta cã: 
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⏐X(k)⏐
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nN-12 1 0 -1 
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VËy:  
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III.2. C¸c tÝnh chÊt cña biÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi c¸c d·y chiÒu dμi h÷u 

h¹n  
 Trong phÇn I, cho thÊy DFT chÝnh lμ tËp hîp N mÉu {X( 2πk/N)} cña biÕn ®æi 
Fourier X(ω) cña d·y {x(n)} víi ®é dμi h÷u h¹n L ≤ N. ViÖc lÊy mÉu cña X(ω) ®−îc thùc 
hiÖn t¹i N tÇn sè c¸ch ®Òu nhau vμ th«ng qua N mÉu. Vμ ta ®· cã ®−îc DFT, IDFT cña 
d·y x(n). Trong phÇn nμy ta sÏ xÐt mét sè tÝnh chÊt quan träng cña DFT. Ngo¹i trõ mét sè 
tÝnh chÊt riªng, vÒ c¬ b¶n c¸c tÝnh chÊt nμy còng gièng c¸c tÝnh chÊt cña biÕn ®æi Fourier. 
C¸c tÝnh chÊt cña DFT cã mét vai trß rÊt quan träng khi gi¶i quyÕt c¸c bμi to¸n trong thùc 
tÕ. 
 
a. TÝnh chÊt tuyÕn tÝnh 
 DFT lμ mét biÕn ®æi tuyÕn tÝnh, tøc lμ nÕu ta cã hai d·y chiÒu dμi h÷u h¹n x1(n) vμ 
x2(n) vμ d·y x3(n) lμ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña hai d·y nμy, th×: 
  X3(k) = a.X1(k) + b.X2(k)             (4.3.4) 
Chó ý: nÕu chiÒu dμi cña d·y x1(n) vμ x2(n) kh¸c nhau th× ta ph¶i chän chiÒu dμi cña d·y 
x3(n) nh− sau: 
  L[x3(n)] = N3 = max[N1, N2] 
vμ tÊt c¶ c¸c DFT[x1(n)],  DFT[x2(n)] vμ DFT[x3(n)] ®Òu ph¶i tÝnh trªn N3 mÉu. 
b. TrÔ vßng 
 Tr−íc hÕt ta xÐt hai vÝ dô sau nh»m so s¸nh trÔ tuyÕn tÝnh vμ trÔ tuÇn hoμn: 
 
VÝ dô 1. Cho d·y x(n) sau:  
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T×m trÔ tuyÕn tÝnh x(n-2) vμ x(n+2) 
 
Gi¶i: Ta gi¶i b»ng ph−¬ng ph¸p ®å thÞ nh− h×nh sau: 
 
 
 
 
 
 
 
 

VÝ dô 2. Cho d·y xp(n) tuÇn hoμn víi chu kú N = 4 sau: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−

=
0

4n0
4
n1

)n(x p   

T×m trÔ tuÇn hoμn  xp(n-2) vμ xp(n+2) sau ®ã lÊy ra mét chu kú cña c¸c d·y nμy. 
Gi¶i: Ta gi¶i b»ng ph−¬ng ph¸p ®å thÞ nh− h×nh sau: 
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ë ®©y ta dïng c¸c ký hiÖu: 
  x(n ± n0): TrÔ tuyÕn tÝnh 
  xp(n ± n0): TrÔ tuÇn hoμn chu kú N 
  x(n ± n0)N: TrÔ vßng víi chiÒu dμi N 
Qua hai vÝ dô trªn ta thÊy:  
 NÕu trÝch ra mét chu kú (tõ 0 ®Õn N-1) cña trÔ tuÇn hoμn chu kú N th× ta sÏ ®−îc 
trÔ vßng x(n ± n0)N, so s¸nh víi trÔ tuyÕn tÝnh x(n ± n0) th× ta thÊy r»ng nÕu c¸c mÉu cña 
trÔ tuyÕn tÝnh v−ît ra ngoμi kho¶ng [0, N-1] th× nã sÏ vßng vμo bªn trong kho¶ng ®ã ®Ó sao 
cho d·y cã chiÒu dμi h÷u h¹n x(n)N x¸c ®Þnh trong kho¶ng  [0, N-1] th× trÔ vßng cña nã x(n 
± n0)N x¸c ®Þnh trong kho¶ng [0, N-1] chø kh«ng ®−îc v−ît ra ngoμi kho¶ng ®ã. 
 VËy trÔ vßng t−¬ng øng víi viÖc ho¸n vÞ vßng c¸c mÉu cña d·y x(n)N trong kho¶ng 
[0, N-1] vμ ®−îc biÓu diÔn nh− sau: 
  x(n) = x(n)N = xp(n).rectN(n) 
  x(n ± n0)N = xp(n ± n0)rectN(n)           (4.3.5) 
B¶n chÊt cña trÔ vßng cã thÓ ®−îc minh ho¹ nh− sau: 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

x(n) ≡ x(n)4 
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§Ó x¸c ®Þnh trÔ vßng trong miÒn k, do tÝnh ®èi ngÉu nªn trong miÒn k trÔ vßng 
còng cã b¶n chÊt t−¬ng tù nh− trong miÒn n, tøc lμ: 
  X(k) = Xp(k).rectN(k) 
  X(k - n0)N = Xp(k - n0).rectN(k)                
(4.3.6) 
vμ: 

  [ ] )k(XW)nn(xDFT 0kn
NN0 =−                   (4.3.7) 

trong ®ã:  DFT[x(n)]         = X(k) 
 
Chøng minh: 

 Ta cã: [ ] )k(XW)nn(xDFT p
kn
NN0p

0=−  

NÕu c¶ hai vÕ ta ®Òu lÊy ra mét chu kú [0, N-1]: 
  x(n - n0)N = xp(n - n0).rectN(n) 
  X(k) = Xp(k ).rectN(k)             

VËy ta cã:    [ ] )k(XW)nn(xDFT 0kn
NN0 =−  

 
c. TÝnh ®èi xøng 

TÝnh ®èi xøng cña DFT cã thÓ nhËn ®−îc b»ng c¸ch ¸p dông ph−¬ng ph¸p ®· ®−îc 
sö dông ®èi víi biÕn ®æi Fourier. Trong tr−êng hîp tæng qu¸t, d·y x(n) cã chiÒu dμi h÷u 
h¹n N vμ DFT cña nã ®Òu cã gi¸ trÞ phøc. Khi ®ã, c¸c d·y nμy cã thÓ ®−îc biÓu diÔn d−íi 
d¹ng: 

 x(n) = Re[x(n)] +j .Im[x(n)] 
vμ   X(k) = Re[X(k)] +j .Im[X(k)] 
  X*(k) = X(-k) = Re[X(k)] -j .Im[X(k)] 
Tõ c¸c biÕn ®æi Fourier thuËn vμ nghÞch (DFT, IDFT) ta cã: 

 [ ] [ ] [ ]∑
−

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

1N

0n N
kn2sin)n(xIm

N
kn2cos)n(xRe)k(XRe ππ

               (4.3.8) 

 [ ] [ ] [ ]∑
−

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=

1N

0n N
kn2cos)n(xIm

N
kn2sin)n(xRe)k(XIm ππ

                (4.3.9) 

vμ 

 [ ] [ ] [ ]∑
−

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

1N

0k N
kn2sin)k(XIm

N
kn2cos)k(XRe

N
1)n(xRe ππ

            (4.3.10) 

 [ ] [ ] [ ]∑
−

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

1N

0k N
kn2cos)k(XIm

N
kn2sin)k(XRe

N
1)n(xIm ππ

            (4.3.11) 

• D·y cã gi¸ trÞ thùc: 
 NÕu x(n) lμ d·y thùc th×  ta cã: 
  X(N- k) = X*(k) = X(-k)                  
(4.3.12) 
⇒  ⏐X(N- k)⏐=⏐X(k)⏐ vμ arg[X(N-k)] = - arg[X(k)] 
vμ  x(n) cßn ®−îc x¸c ®Þnh theo (4.3.10), lμ mét d¹ng kh¸c cña IDFT. 
• TÝn hiÖu ch½n vμ thùc: 
 NÕu x(n) lμ d·y ch½n vμ thùc, th×  ta cã: 
  x(n) = x(- n) = x(N-n)                    (4.3.13) 
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Tõ hÖ thøc (4.3.10) ta cã Im[X(k)] = 0 vμ do vËy DFT trë thμnh: 

  ∑
−

=

=
1N

0n N
kn2cos)n(x)k(X π

                (4.3.14) 

lμ mét d·y ch½n. Do Im[X(k)] = 0 nªn IDFT trë thμnh: 

 ∑
−

=

=
1N

0k N
kn2cos)k(X

N
1)n(x π

                   (4.3.15) 

• TÝn hiÖu lÎ vμ thùc: 
 NÕu x(n) lμ d·y lÎ vμ thùc, th×  ta cã: 
  x(n) = -x(- n) = -x(N-n)             
(4.3.16) 
Tõ hÖ thøc (4.3.10) ta cã Re[X(k)] = 0 vμ do vËy DFT trë thμnh: 

  ∑
−

=

−=
1N

0n N
kn2sin)n(xj)k(X π

           (4.3.17) 

lμ mét d·y lÎ, phøc thuÇn tuý. Vμ do ®ã, IDFT trë thμnh: 

 [ ] ∑∑
−

=

−

=

=−=
1N

0k

1N

0k N
kn2sin)k(X

N
1j

N
kn2sin)k(XIm

N
1)n(x ππ

            (4.3.18) 

 
• D·y phøc thuÇn tuý: 

 [ ] [ ]∑
−

=

=
1N

0n N
kn2sin)n(xIm)k(XRe π

                      (4.3.19) 

 [ ] [ ]∑
−

=

=
1N

0n N
kn2cos)n(xIm)k(XIm π

                     (4.3.20) 

NÕu Im[x(n)] lμ lÎ th× Im[X(k)] = 0 vμ do vËy X(k) lμ thùc thuÇn tuý. NÕu Im[x(n)] 
lμ ch½n th× Re[X(k)] = 0 vμ do vËy X(k) lμ phøc thuÇn tuý. 
d. TÝch chËp vßng. 
 Gi¶ sö x1(n) vμ x2(n) lμ hai d·y cã ®é dμi h÷u h¹n N víi c¸c DFT t−¬ng øng lμ: 

  ∑
−

=

−
=

1N

0n

N
kn2j

11 e)n(x)k(X π
 vμ ∑

−

=

−
=

1N

0n

N
kn2j

22 e)n(x)k(X π
 

Gäi X3(k) lμ tÝch cña hai DFT trªn: X3(k) = X1(k). X2(k); Lμ DFT cña x3(n). Ta sÏ t×m 
quan hÖ gi÷a x3(n) víi x1(n) vμ x2(n). 
 BiÕn ®æi Fourier ng−îc cña X3(k) lμ: 

  

[ ]

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

==

∑∑∑

∑ ∑∑

∑∑

−

=

−−
−

=

−

=

−

=

−

=

−
−

=

−

−

=

−

=

1N

0k

N/k)lnm(2j
1N

0l
2

1N

0n
1

1N

0k

N/mk2j
1N

0l

N
kl2j

2

1N

0n

N/nk2j
1

1N

0k

N/mk2j
21

1N

0k

N/mk2j
33

e)l(x)n(x
N
1

ee)l(xe)n(x
N
1

e)k(X).k(X
N
1e)k(X

N
1)m(x

π

πππ

ππ

          (4.3.21) 

Trong ®ã, tæng biÓu diÔn bëi biÓu thøc trong ngoÆc vu«ng cña (4.3.21) cã gi¸ trÞ: 

  
( )( )

⎩
⎨
⎧ −=+−=

=∑
−

=

−−

Other0
nmpNnmlN

e N
1N

0k

N/k)lnm(2j π  

Thay vμo (4.3.21) ta ®−îc: 
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  ( ) 1N...,2,1,0m)nm(x)n(x)m(x N2

1N

0n
13 −=−=∑

−

=

              (4.3.22) 

BiÓu thøc (4.3.22) cã d¹ng cña mét tÝch chËp. Tuy vËy, ®©y kh«ng ph¶i lμ mét tÝch 
chËp biÓu diÔn quan hÖ gi÷a ®¸p øng vμ kÝch thÝch cña hÖ thèng tuyÕn tÝnh bÊt biÕn. 
Trong tÝch chËp nμy, cã chøa chØ sè (m-n)N ®Æc tr−ng cho tÝnh dÞch vßng, v× vËy c«ng thøc 
(4.3.22) ®−îc gäi lμ tÝch chËp vßng. Nh− vËy tÝch c¸c DFT cña hai d·y sÏ t−¬ng ®−¬ng víi 
tÝch chËp vßng cña hai d·y trong miÒn biÕn sè ®éc lËp tù nhiªn n. 

VÝ dô: TÝch tÝch chËp vßng cña hai d·y sau:
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

↑
1212)n(x1  vμ 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=
↑

4321)n(x2  

Gi¶i: 
 §Ó tÝnh tÝch chËp vßng cña hai d·y, ta sÏ tiÕn hμnh qua hai ph−¬ng ph¸p sau: 
• PP1: Sö dông c¸c phÐp biÕn ®æi DFT vμ IDFT. 

Ta cã: 

∑
=

−−−− =+++==
3

0n

2/k3jkj2/kj4/nk2j
11 )3,2,1,0k(,ee.2e2e)n(x)k(X ππππ  

⇒ X1(0) = 6;  X1(1) = 0;  X1(2) = 2;  X1(3) = 0. 

∑
=

−−−− =+++==
3

0n

2/k3jkj2/kj4/nk2j
22 )3,2,1,0k(,e.4e.3e.21e)n(x)k(X ππππ  

⇒ X2(0) = 10;  X2(1) =-2 + j .2;  X2(2) = -2;  X2(3) = -2 - j .2. 
⇒ X3(0) = 60;  X3(1) = 0;  X3(2) = - 4;  X3(3) = 0. 
theo ®Þnh nghÜa biÕn ®æi Fourier ng−îc ta cã: 

 ∑
=

− =−==
3

0k

nj4/nk2j
33 )3,2,1,0n(),e460(

4
1e)k(X

4
1)n(x ππ  

⇒ x3(0) = 14;  x3(1) = 16;  x3(2) = 14;  x3(3) = 16. 
• PP2: M« t¶ c¸c mÉu cña tõng d·y th«ng qua c¸c ®iÓm trªn hai vßng trßn kh¸c nhau. 
C¸ch m« t¶ nμy nh− thÓ hiÖn trªn h×nh 4.5a, chiÒu d−¬ng ®−îc quy −íc lμ ng−îc chiÒu kim 
®ång hå.   

 +. Víi m = 0, ta cã:  ∑
=

−=
3

0n
4213 ))n((x)n(x)0(x  

H×nh 4.5b m« t¶ vÞ trÝ c¸c mÉu cña d·y biÕn sè ®¶o x((-n))4 trªn ®−êng trßn. C¸c vÞ 
trÝ nμy nhËn ®−îc b»ng c¸ch vÏ c¸c ®iÓm mÉu theo chiÒu ©m; vμ ta nhËn ®−îc: x3(0) = 14. 

 +. Víi m = 1, ta cã:   ∑
=

−=
3

0n
4213 ))n1((x)n(x)0(x  

D·y x2((1-n))4 nhËn ®−îc b»ng c¸ch quay c¸c ®iÓm cña x2((-n))N ®i mét ®¬n vÞ thêi 
gian theo chiÒu d−¬ng, h×nh  4.5c m« t¶ vÞ trÝ c¸c mÉu cña d·y biÕn sè ®¶o x2((1-n))4 trªn 
®−êng trßn, vμ nhËn ®−îc: x3(1) = 16. 
 T−¬ng tù, (c¸c h×nh 4.5d vμ e) ta còng x¸c ®Þnh ®−îc c¸c gi¸ trÞ c¸c mÉu cßn l¹i: 
x3(2) = 14  vμ  x3(3) = 16. 
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H×nh 4.5. TÝch chËp vßng cña hai d·y. 
 

IV. HiÖu øng h¹n chÕ ®é dμi tÝn hiÖu ®Ó ph©n tÝch Fourier  
 
Ta ®· biÕt r»ng mét tÝn hiÖu cã ®é dμi h÷u h¹n N cã thÓ ®−îc biÓu diÔn mét c¸ch 

®Çy ®ñ th«ng qua phÐp biÕn ®æi Fourier rêi r¹c DFT. Tuy vËy, khi c¸c tÝn hiÖu cã ®é dμi 
qu¸ lín hoÆc v« h¹n th× viÖc x¸c ®Þnh biÕn ®æi Fourier rêi r¹c cña nã lμ kh«ng thÓ thùc 
hiÖn ®−îc. Trong tr−êng hîp nμy, ta cÇn lÊy mét ®o¹n thÝch hîp nhÊt cña tÝn hiÖu víi mét 
®é dμi cho phÐp ®Ó thùc hiÖn biÕn ®æi DFT. Khi ®ã râ rμng r»ng ph−¬ng ph¸p DFT chØ cho 

x2(0) =1x1(2) =2 

x1(3) =1 

x1(0) =2

x1(1) =1 x2(1) =2 

x2(2) =3

X2(3) =4 

x2(n)  x1(n)  

2 x2(2) =3 

x2(1) =2 

x2(0) =1

x2(3) =4 4

6

2

x1(n)x2((-n))4  x2((-n))4  

 D·y tÝch   D·y biÕn ®¶o

4 x2(3) =4 

x2(2) =3 

x2(1) =2

x2(0) =1 1

8

3

x1(n)x2((1-n))4  x2((1-n))4  

D·y tÝch   D·y biÕn ®¶o quay 1 ®¬n vÞ

3 x2(0) =1 

x2(3) =4 

x2(2) =3

x2(1) =2 4

1

8

x1(n)x2((2-n))4  x2((2-n))4  

D·y tÝch   D·y biÕn ®¶o quay 2 ®¬n vÞ

4 x2(1) =2 

x2(0) =1 

x2(3) =4

x2(2) =3 6

2

2

x1(n)x2((3-n))4  x2((3-n))4  

D·y tÝch   D·y biÕn ®¶o quay 3 ®¬n vÞ

(e)

(d)

(c)

(b)

(a)
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ra mét kÕt qu¶ xÊp xØ cña tÝn hiÖu. ë ®©y, ta xem xÐt vÊn ®Ò h¹n chÕ ®é dμi cña tÝn hiÖu vμ 
c¸c hiÖu øng ph¸t sinh do viÖc sö dông ph−¬ng ph¸p DFT ®èi víi d·y ®· ®−îc h¹n chÕ vÒ 
®é dμi. 

NÕu tÝn hiÖu cÇn ph©n tÝch lμ tÝn hiÖu t−¬ng tù th× tr−íc tiªn tÝn hiÖu nμy cÇn ®−îc 
chuyÓn qua bé läc ®Ó lo¹i bá c¸c nhiÔu (hoÆc c¸c thμnh phÇn cña tÇn sè kh«ng cÇn thiÕt) 

vμ sau ®ã ®−îc lÊy mÉu víi tÇn sè F s �2B, víi B lμ ®é réng cña d¶i th«ng. Nh− vËy tÇn sè 

cao nhÊt cña hμi thμnh phÇn cã chøa tÝn hiÖu khi lÊy mÉu lμ F s /2. §Ó cã thÓ h¹n chÕ ®é 

dμi cña tÝn hiÖu ®· ®−îc lÊy mÉu, gi¶ sö chØ xÐt tÝn hiÖu trong mét kho¶ng thêi gian h÷u 

h¹n T 0 = NT, trong ®ã N lμ sè l−îng mÉu vμ T lμ kho¶ng thêi gian gi÷a hai lÇn lÊy mÉu 

(chu kú lÊy mÉu). Kho¶ng thêi gian lÊy mÉu nμy vÒ nguyªn t¾c sÏ h¹n chÕ ®é ph©n gi¶i vÒ 
tÇn sè; nghÜa lμ nã sÏ h¹n chÕ kh¶ n¨ng ph©n biÖt ®èi víi c¸c thμnh phÇn tÇn sè mμ 

kho¶ng c¸ch gi÷a chóng nhá h¬n 1/ T 0 = 1/NT trong miÒn tÇn sè.  

Gi¶ sö r»ng {x(n)} lμ tÝn hiÖu cÇn ph©n tÝch. Cã thÓ thÊy viÖc giíi h¹n ®é dμi cña 
d·y {x(n)} víi N mÉu trong kho¶ng n0 ≤ n ≤ n0 + N-1 , sÏ t−¬ng ®−¬ng víi viÖc nh©n tÝn 
hiÖu nμy víi mét hμm cöa sæ víi ®é dμi N (®Ó ®¬n gi¶n, tõ ®©y ta coi n0 = 0, khi ®ã c¸c kÕt 
qu¶ víi n0 <> 0 sÏ nhËn ®−îc b»ng c¸ch ¸p dông tÝnh chÊt trÔ vμ dÞch chuyÓn. Vμ khi ®ã 
kho¶ng x¸c ®Þnh cña N mÉu sÏ lμ: 0 ≤ n ≤ N-1). NghÜa lμ: 

Trong ®ã  
⎩
⎨
⎧

≠
−≤≤

==
n0

1Nn0)n(x
)n(w)n(x)n(xN  

ViÖc nh©n tÝn hiÖu víi hμm cöa sæ theo thêi gian t−¬ng ®−¬ng víi viÖc lÊy tÝch chËp 
phæ cña tÝn hiÖu x(n) víi phæ cña cöa sæ: 

  )e(W*)e(X'd)e(W)e(X
2
1)e(X jj)'(j'jj

N
ωω

π

π

ωωωω ω
π

== ∫
−

−  

trong ®ã: XN(ej ω), X(ej ω) vμ W(ej ω) lμ c¸c biÕn ®æi Fourier t−¬ng øng cña xN 
Víi tÝn hiÖu xN(n), chóng ta cã thÓ ¸p dông DFT v× nã cã chiÒu dμi h÷u h¹n. C¸c hÖ 

sè XN(ej ω) cña DFT lóc nμy sÏ biÓu diÔn gÇn ®óng cho c¸c mÉu cña X(ej ω). §Ó ®¸nh gi¸ møc 
®é xÊp xû, chóng ta ph¶i ®¸nh gi¸ tÝch chËp trªn ®©y, theo tõng kiÓu cöa sæ quan s¸t. 
 VÊn ®Ò thø hai lμ sè l−îng mÉu N ®−îc chän nh− thÕ nμo vμ vÞ trÝ cöa sæ ®Æt ë ®©u 
(tøc lμ t×m n0), còng nh− møc ®é ¶nh h−ëng cña hμm cöa sæ ®· chän. 
 §Ó chän vÞ trÝ cöa sæ, ta ph¶i cÇn biÕt cô thÓ thªm vÒ tÝn hiÖu cÇn ph©n tÝch. Nãi 
chung, nguyªn t¾c chän vÞ trÝ cöa sæ (chän n0) sao cho cöa sæ bao trïm lªn phÇn quan 
träng cña tÝn hiÖu vμ bá qua nh÷ng ®o¹n tÝn hiÖu cã biªn ®é nhá kh«ng ®¸ng kÓ.  
VÝ dô tÝn hiÖu cã d¹ng: 
  x(n) = a|n|

  víi ⏐a⏐<1 
th× c¸c mÉu cã biªn ®é lín tËp trung ë gèc to¹ ®é. Bëi vËy cöa sæ cÇn ®Æt xung quanh gèc 
to¹ ®é.  
 
a. Hμm cöa sæ ch÷ nhËt 
 Hμm cöa sæ ch÷ nhËt ®−îc biÓu diÔn nh− sau: 

  
⎩
⎨
⎧

≠
−≤≤

==
n0

1Nn01
)n(ctRe)n(w NR  

Trong miÒn tÇn sè, ta cã: 
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  2
1Njj

R e

2
sin

2
Nsin

)e(W
−

−
=

ωω

ω

ω
 

 
b. Cöa sæ tam gi¸c  
 Trong miÒn n, cöa sæ tam gi¸c ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≠

−≤≤
−

−
−

−
≤≤

−

=

n0

1Nn
2

1N
1N

n21

2
1Nn0

1N
n2

)n(wT  

 Trong miÒn tÇn sè, ta cã: 

  

2
sin

2
2

1N

sin

e
1N

2)e(W 2
1Njj

T ω

ω

ωω
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
=

−
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c. Cöa sæ Hanning vμ Hamming 
Trong miÒn n, cöa sæ Hanning vμ Hamming ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

−≤≤
−

−−
=

n0

1Nn0
1N
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- NÕu α = 0,5 ta cã cöa sæ Hanning nh− sau: 
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- NÕu α = 0,54 ta cã cöa sæ Hamming nh− sau: 
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Vμ trong miÒn tÇn sè, ta cã: 
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 Bëi v× th«ng qua DFT ta cã thÓ biÓu diÔn mét d·y víi ®é dμi h÷u h¹n trong miÒn 
tÇn sè qua c¸c tÇn sè rêi r¹c, do ®ã DFT cã thÓ ®−îc sö dông nh− mét c«ng cô tÝnh to¸n 
trong viÖc ph©n tÝch c¸c hÖ thèng tuyÕn tÝnh vμ ®Æc biÖt cho c¸c bé läc tuyÕn tÝnh. Tuy 
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nhiªn kh«ng thÓ tÝnh       Chóng ta ®· biÕt r»ng, khi mét hÖ thèng víi ®¸p øng tÇn sè H(ω)  
®−îc kÝch thÝch bëi tÝnh hiÖu ®Çu vμo cã phæ lμ y(ω)=X(ω)H(ω). D·y ®Çu ra y(n) ®−îc x¸c 
®Þnh tõ phæ cña nã th«ng qua biÕn ®æi ng−îc Fourier. Tuy vËy, khi tÝnh to¸n ,cã thÓ thÊy 
vÊn ®Ò n¶y sinh khi sö dông c¸c ph−¬ng ph¸p trong miÒn tÇn sè lμ c¶ X(ω), H(ω) vμ Y(ω) 
®Òu lμ c¸c hμm liªn tôc cña biÕn ω, v× vËy kh«ng thÓ sö dông m¸y tÝnh sè ®Ó xö lý bëi vÝ 
m¸y tÝnh chØ cã thÓ l−u tr÷ vμ thùc hiÖn c¸c viÖc tÝnh to¸n trªn c¸c gi¸ trÞ rêi r¹c cña tÇn 
sè . 

Cã thÓ thÊy DFT rÊt thÝch hîp víi viÖc tÝnh to¸n trªn m¸y tÝnh sè vμ cã thÓ ®−îc sö 
dông ®Ó thùc hiÖn viÖc läc tuyÕn tÝnh trong miÒn tÇn sè .MÆc dï chóng ta ®−a ra c¸c thñ 
tôc tÝnh to¸n trong miÒn thêi gian nh− tÝch chËp, tuy nhiªn trong miÒn tÇn sè c¸c ph−¬ng 
ph¸p dùa trªn DFT l¹i tá ra hiÖu qu¶ h¬n nhiÒu so víi ph−¬ng ph¸p tÝch chËp trong miÒn 
thêi gian do tån t¹i mét lo¹t thuËt to¸n míi hiÖu qu¶ h¬n. C¸c thuËt to¸n nμy ®−îc gäi lμ 
biÕn ®æi nhanh Fourier(FFT)  vμ sÏ ®−îc tr×nh bμy trong ch−¬ng 5. 

 
IV.1 Sö dông DFT trong läc tuyÕn tÝnh  

MÆc dï tÝch cña hai DFT sÏ t−¬ng ®−¬ng víi tæng chËp vßng cña hai d·y t−¬ng øng 
®−îc biÓu diÔn trong  miÒn thêi gian, nh−ng cã thÓ thÊy c«ng thøc cña tÝch chËp vßng l¹i 
kh«ng dïng ®−îc trong tr−¬ng hîp cÇn x¸c ®Þnh ®Çu ra cña bé läc tuyÕn tÝnh khi ®Çu vμo 
chÞu sù t¸c ®éng cña tÝn hiÖu. Trong tr−êng hîp nμy cÇn ph¶i t×m mét ph−¬ng ph¸p nμo ®ã 
trong miÒn tÇn sè t−¬ng ®−¬ng víi tæng chËp tuyÕn tÝnh. 

Gi¶ sö x(n) lμ d·y cã ®é dμi h÷u h¹n Lvμ ®−îc t¸c ®éng lªn bé läc tuyÕn tÝnh víi ®é 
dμi M. Kh«ng lμm mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö : 

  x(n)=0  n<0 vμ n≥L 
  h(n)=0  n≤0 vμ n≤M 
ë ®©y h(n) lμ ®¸p øng xung cña bé läc FIR cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh th«ng qua tæng 

chËp cña x(n) vμ h(n): 

  ∑
−

=

−=
1M

0k
)kn(x)k(h)n(y  

Bëi v× x(n) vμ h(n) lμ c¸c d·y víi dé dμi h÷u h¹n do vËy tæng chËp cña chóng còng 
cã ®é dμi h÷u h¹n. Cô thÓ ®é dμi lμ L + M-1. 

Trong miÒn tÇn sè, c«ng thøc t−¬ng ®−¬ng víi tÝch chËp sÏ lμ : 
   Y(ω)=X(ω)H(ω) 
NÕu  d·y y(n) ®−îc biÓu diÔn mét c¸ch duy nhÊt trong miÒn tÇn sè  b»ng c¸ch lÊy 

phæ Y(n) t¹i c¸c tÇn sè rêi r¹c ph©n biÖt nhau th×  sè l−îng c¸c mÉu nμy ph¶i b»ng hoÆc 
lín h¬n  L + M-1. Nh− vËy ®Ó cã thÓ biÓu diÔn y(n) mét c¸ch duy nhÊt trong miÒn tÇn sè 
th× cÇn ph¶I sö dông  DFT víi ®é dμi N≥M+L-1. 

Sau khi lÊy mÉu, ta cã: 
   Y(k)≡Y(ω)⏐ω=2πk/N,  k=0,1,,…,N-1 
   Xk)Hω)⏐ω=2πk/N, k=0,1,,…,N-1 
Vμ                         Y(k)=X(k)H(k),                k=0,1,,…,N-1   (4.3.3) 
Trong c«ng thøc (4.3.3) th× X(k) vμ Y(k) lμ c¸c DFT - N ®iÓm cña c¸c d·y t−¬ng øng 

x(n) vμ y(n)  cã ®é dμi h÷u h¹n nhá h¬n N do vËy ta chØ cÇn thªm c¸c mÉu kh«ng vμo c¸c 
d·y ®Ó t¨ng ®é dμi cña chóng lªn N .ViÖc t¨ng ®é dμi cña c¸c d·y sÏ kh«ng ¶nh h−ëng ®Õn 
phæ liªn tôc X(ω) vμ Hω) cña chóng bëi v× c¸c d·y nμy lμ c¸c d·y tuÇn hoμn. Tuy vËy, b»ng 
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c¸ch nμy (sö dông  DFT-N ®iÓm) sè l−îng mÉu dïng ®Ó biÓu diÔn c¸c d·y trong miÒn tÇn 
sè ®· v−ît qu¸ sè l−îng nhá nhÊt (L hoÆc M). 

    Bëi v× DFT víi ®é dμi M+L-1 ®iÓm cña d·y ®Çu ra y(n) trong miÒn tÇn sè suy ra 

r»ng cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc  {y(n)} th«ng  qua IDFT sau khi ®· x¸c ®Þnh tÝnh cña c¸c DFT 

– N ®iÓm X(k) vμ H(k). Nh− vËy gièng nh− ®iÒu ®· kh¼ng ®Þnh trong phÇn 4.2.2 cã thÓ kÕt 
luËn r»ng tæng chËp vßng N ®iÓm cña x(n) vμ h(n) sÏ t−¬ng ®−¬ng víi tæng chËp tuyÕn tÝnh 
cña hai d·y nμy. Nãi mét c¸ch kh¸c,b»ng c¸ch t¨ng ®é dμi cña hai d·y x(n) vμ h(n) lªn N 
®iÓm th«ng qua viÖc ®−a thªm c¸c kh«ng vμ tÝnh tæng chËp vßng trªn c¸c d·y míi ta sÏ 
nhËn ®−îc kÕt qu¶ gièng víi tr−êng hîp sö dông tæng chËp tuyÕn tÝnh. Tõ ®©y suy ra víi 
c¸c mÉu kh«ng ®−îc thªm vμo th× DFT cã thÓ   ®−îc sö  dông ®Ó thùc hiÖn viÖc läc tuyÕn 
tÝnh. 

VÝ dô 4.3.1: Sö dông IDFT vμ DFT h·y x¸c ®Þnh ®¸p øng cña bé läc tuyÕn tÝnh. 
H(n) = {1,2,3} 
Khi tÝn hiÖu vμo lμ: 
X(n) = {1,2,2,1 } 
Gi¶i: d·y ®Çu vμo cã ®é dμi L=4 vμ ®¸p øng xung cã ®é dμi M=3. Tæng cËp tuyÕn 

tÝnh cña hai d·y nμy sÏ cho kÕt qu¶ víi ®é dμi lμ N=6. Suy ra r»ng, ®é dμi cña c¸c DFT cÇn 
sö dông Ýt nhÊt ph¶I b»ng 6. 

ë ®©y,  ®Ó ®¬n gi¶n ta sÏ sö dông c¸c DFT – 8 ®iÓm. DFT – 8 ®iÓm cña x(n) sÏ lμ: 

X(k)= =∑
=

−
7

0

8/2)(
n

knjenx π 1 + 2E- jπk/4 + 2e –jπk/2 +2e –j3πk/4 , k=0,1,…7 

Tõ ®©y suy ra: 

X(0) =6                         X(1)= 
2

22 +
 - j ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
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X(2) = - 1-j                    X(3) = 
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X(4) = 0                        X(5) = 
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⎛ −
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X(6) = - 1+j                   X(7) = 
2

22 +
 +j ⎟⎟

⎠
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⎝

⎛ +
2

234
 

DFT – 8 ®iÓm cña h(n) lμ: 

H(k)= =∑
=

−
7

0

8/2)(
n

knjenh π 1 + 2E- jπ k/4 + 3e –jπ k/2  

Suy ra: 

H(0) = 6                          H(1) = + 2  -j ( 3+ 2 ) 

H(2) = -2-j2                  H(3) =1- 2 +j ( 3 - 2 ) 

H(4) = 2                       H(5) =1- 2  -j ( 3 - 2 ) 

H(6) =-2 + j2                          H(7) = 1+ 2 +j ( 3+ 2 ) 

TÝch cña 2 DFT võa tÝnh trªn sÏ cho Y(k) vμ do vËy: 
Y(0) = 36               Y(1) = - 14.07 - 17.48             Y(2) = j4 
Y(3) = 0.07 +j0.515    Y(4) = 0             Y(5) = 0.07 - j.0515 
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Y(6) = -j4                Y(7) = - 14.07 + j17.48 
Cuèi cïng IDFT - 8 ®iÓm: 

Y(n) = ∑
=

7

0

8/2)(
n

knjekY π ,   n= 0,1,…7 

sÏ cho kÕt qu¶ lμ: y(n) =  {1,4,9.11,8,3,0,0} 
Do d·y y(n) chØ cã s¸u phÇn tö nªn c¸c gi¸ trÞ ®Çu sÏ bÞ lo¹i bá. Hai phÇn tö nμy cã 

gi¸ trÞ b»ng kh«ng bëi v× ta ®· sö dông ®é dμi cña c¸c DFT lμ 8 ®iÓm vμ qu¸ møc cÇn thiÕt 
2 ®iÓm. 

MÆc dÇu tÝch cña hai DFT t−¬ng øng víi tæng chËp vßng trong miÒn thêi gian, tuy 
nhiªn ta còng thÊy r»ng viÖc ®−a thªm vμo c¸c d·y x(n) vμ h(n) víi mét sè l−îng ®ñ c¸c 
mÉu cã gi¸ trÞ kh«ng ®· lμm cho tæng chËp vßng cã cïng kÕt qu¶ víi tæng chËp tuyÕn tÝnh. 
Trong tr−êng hîp läc FØ cña vÝ dô 4.3.1 th× tæng chËp vßng 6 ®iÓm cña c¸c d·y: 

h(n) = {1,2,3,0,0,0,}             (4.3.4) 
x(n) = {1,2,2,1,0,0,}              (4.3.5) 
sÏ cho d·y ®Çu ra:  
y(n) = {1,4,9.11,8,3}             (4.3.6) 
gièng víi d·y nh©n ®−îc b»ng tæng chËp tuyÕn tÝnh. 
Mét ®iÒu rÊt quan träng cÇn l−u ý lμ khi ®é dμi  cña c¸c DFT nhá h¬n L + M - 1 th× 

kÕt qu¶ nh©n ®−îc sÏ cã sù sai lÖch so víi kÕt qu¶ ®óng. 
VÝ dô d−íi ®©y sÏ ®Ò cËp ®Õn vÊn ®Ò nμy: 
VÝ dô 4.3.2: H·y x¸c ®Þnh d·y y(n) b»ng c¸ch sö dông c¸c FT - 4 ®iÓm ®èi víi vÝ dô 

4.3.1 
Gi¶i: DFT -4 ®iÓm cña h(n) lμ: 

H(k) = ∑
=

−
3

0

4/2)(
n

kjenh π  

H(k) = 1+ 2e- jπk/2 + 3e- jπk , k= 0,1,2,3 
Suy ra: 
H(0) =6       H(1) =  -2 –j2   H(2) = 2   H(3) = -2 + j2 
DFT-4 ®iÓm cña x(n) lμ: 
X(k) = 1+  2e- jπk/2 +  2e- jπk + 3e- jπk/2  ,   k= 0,1,2,3 
Tõ ®©y suy ra: 
Y(n) = {9,7,9,11} 
KÕt qu¶ nμy còng gièng víi kÕt qu¶ nhËn ®−îc nÕu ta sö dông tæng chËp vßng 4 

®iÓm cña h(n) vμ h(n). 
NÕu so s¸nh kÕt qu¶ cña y’(n) nhËn ®−îc tõ DFT-4 ®iÓm víi d·y y(n) nhËn ®−îc 

b»ng c¸ch södông DFT-8 ®iÓm ( thùc chÊt chØ cÇn 6 ®iÓm) th× ta sÏ thÊy c¸c kÕt qu¶ nμy cã 
sù sai lÖch nh− ®· ®Ò cËp trong phÇn 4.2.2. Cô thÓ cã thÓ t×m thÊy quan hÖ sau: 

y’(0) = y(0) + y(4) =9 
y’(5) = y(1) + y(5) =7 
Trong 4 gi¸ trÞ t×m ®−îc cña y’(n) th× chØ hai gi¸ trÞ ®Çu lμ sai lÖch so víi c¸c gi¸ trÞ 

t−¬ng øng cña y(n). 
Nh− vËy cã thÓ thÊy nÕu x(n) lμ dÉy h÷u h¹n víi ®é dμI L, h(n) lμ d·y h÷u h¹n cã 

®é dμI M (gi¶ sö L>M) th× khi sö dông c¸c DFT vμ IDFT sÏ cã M-1 gi¸ trÞ ®Çu bÞ sai lÖch 
so víi gi¸ trÞ ®óng vμ cÇn ph¶I lo¹i bá. §©y lμ mét kÕt luËn rÊt quan träng cßn ®−îc sö 
dông vÒ sau. 
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IV.2. Läc c¸c d·y sè cã ®é dμi d÷ liÖu lín 
Trong thùc tÕ, th«ng th−êng bμi to¸n läc tuyÕn tÝnh cña tÝn hiÖu th−êng cã d÷ liÖu 

®Çu vμo x(n) víi ®é dμi rÊt lín. §iÒu nμy l¹i cμng ®óng ®èi víi mét vμi øng dông xö lý tÝn 
hiÖu trong thêi gian thùc cã liªn quan ®Õn viÖc theo dâi vμ ph©n tÝch tÝn hiÖu. Khi tÝn hiÖu 
cã ®é dμi qu¸ lín th× râ rμng viÖc sö dông m¸y tÝnh trong qu¸ tr×nh xö lý theo ph−¬ng 
ph¸p DFT còng gÆp ph¶i mét sè khã kh¨n: 

ViÖc xö lý cã thÓ ®ßi hái mét dung l−îng bé nhø rÊt lín trong khi bé nhí cña m¸y 
tÝnh lμ cã h¹n. 

- Thêi gian tÝnh to¸n qu¸ lín v−ît h¼n thêi gian cho phÐp. 
 §Ó cã ®−îc mét sè mÉu ®Çu tiªn th× ph¶i ®îi cho ®Õn khi kÕt thóc tÊt c¶ qu¸n tr×nh 

tÝnh to¸n. 
§Ó kh¾c phôc c¸c nh−îc ®iÓm nμy, tÝn hiÖu ®©ï vμo cã ®é dμi lín cÇn ph¶i ®−îc 

ph©n thμnh c¸c ®o¹n kh¸c nhau víi ®é dμi nhÊt ®Þnh tr−íc khi thùc hiÖn viÖc xö lý. Bëi v× 
bé läc lμ tuyÕn tÝnh do vËy viÖc xö lý c¸c d·y tÝn hiÖu nμy cã thÓ ®−îc tiÕn hμnh ë mçi thêi 
®iÓm kh¸c nhau th«ng qua DFT. C¸c tÝn hiÖu ®Çu ra nμy sau ®ã ®−îc kÕt hîp víi nhau ®Ó 
cã thÓ nhËn ®−îc ®Çu ra t−¬ng ®−¬ng víi tr−êng hîp bé läc ®−îc t¸c ®éng bëi mét tÝn hiÖu 
®Çu vμo duy nhÊt. 

Dùa vμo viÖc ph©n tÝn hiÖu ®Çu vμo thμnh c¸c ®o¹n cã kÝch th−íc võa ph¶I, cã hai 
ph−¬ng ph¸p DFT hay ®−îc sö dông ®èi víi bé läc FIR tuyÕn tÝnh víi tÝn hiÖu vμo cã ®é 
dμi qu¸ lín. Ph−¬ng ph¸p thø nhÊt ®−îc gäi lμ ph−¬ng ph¸p ®Æt kÒ nhau, ph−¬ng ph¸p 
thø hai ®−îc gäi lμ ph−¬ng ph¸p xÕp chång. Trong c¶ hai ph−¬ng ph¸p ta sÏ gi¶ sö bé läc 
FIR cã ®é dμi lμ M, d·y ®Çu vμo ®−îc chia thμnh c¸c d·y con víi ®é dμi mçi d·y lμ L. ë ®©y 
kh«ng lμm mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö r»ng L>>M. 
 
IV.2.1. Ph−¬ng ph¸p ®Æt kÒ nhau 

Theo ph−¬ng ph¸p nμy, ®é dμi cña mçi ®o¹n d÷ liÖu ®Çu vμo sÏ lμ N = L+ M – 1, ®é 
dμi cña DFT vμ IDFT ®−îc sö dông sÏ lμ N. Nh− vËy ®é dμi cña c¸c ®o¹n d÷ liÖu ®Çu vμo 
®· ®−îc t¨ng tõ L lªn L+ M -1. Trong tr−êng hîp nμy, cã thÓ xem x(n) nh− lμ tæng cña c¸c 
d·y thμnh phÇn ®Æt kÒ nhau M-1 ®iÓm vμ mçi d·y chøa M-1 ®iÓm cuèi cïng cña d·y tr−íc 
vμ L ®iÓm d÷ liÖu míi. Riªng d·y ®Çu tiªn sÏ ®−îc bæ sung thªm M-1 mÉu kh«ng ®Çu tiªn. 
Nh− vËy, c¸c d·y d÷ liÖu thμnh phÇn cña x(n)sÏ lμ: 

x 1 (n) = {0, 0,..., 0, x(0), x(1),..., x(L-1)}                                    (4.3.7) 

x 2 (n) = {x(L - M + 1),..., x(L-1), x(L),..., x(2L-1)}                    (4.3.8) 

x 3  (n) = {x(2L-M + 1),..., x(2L-1), x(2L),..., x(3L-1)}                 (4.3.9) 

vμ v.v.. 
DFT - N ®iÓm sÏ ®−îc tÝnh ®èi víi mçi d·y thμnh phÇn. §é dμi ®¸p øng xung cña 

bé läc FIR còng ®−îc t¨ng thªm L-1 mÉu kh«ng vμ DFT –N ®iÓm cña d·y sÏ ®−îc tÝnh vμ 
l−u tr÷ l¹i. TÝch cña hai DFt –N ®iÓm {H(k)} vμ {X m (k)} ®èi víi mçi d·y d÷ liÖu sÏ cho 

kÕt qu¶: 

Y’ m (k) = H(k ) X m (k),         k= 0,1,...,N-1    (4.3.10) 

IDFT - N ®iÓm sÏ cho kÕt qu¶: 

y’ m  (n) = y’ m  (0) y’ m  (1)... y’ m  (M-1) y’ m  (M),... y’ m  (N-1)    (4 .3.11) 

Bëi v× DFT vμ IDFT ®−îc sö dông ë ®©y chØ cã ®é dμi cña chuçi ®Çu vμo cho nªn 
theo kÕt luËn trong 4.3.1, M-1 ®iÓm ®Çu tiªn cña d·y kÕt qu¶ nμy sÏ bÞ lo¹i bá. L ®iÓm cuèi 
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cïng cña d·y Y’ m (n) sÏ hoμn toμn trïng víi c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng ®−îc tÝnh theo tæng 

chËp tuyÕn tÝnh, nghÜa lμ: 

y’ m (n) = y m (n), n = M,M+1, ..., N-1    (4.3.12) 

ViÖc ph©n ®o¹n d÷ liÖu ®Çu vμo vμ s¾p xÕp c¸c khèi d÷ liÖu ®Çu ra t−¬ng øng víi 
chóng ®Ó nh©n ®−îc d·y d÷ liÖu ®Çu ra kÕt qu¶ ®−îc m« t¶ trªn h×nh 4.10. 
 
IV.2.2. Ph−¬ng ph¸p céng xÕp chång  

Theo ph−¬ng ph¸p nμy, kchs th−íc cña mçi d·y thμnh phÇn lμ L ®iÓm vμ ®é dμi 
cña Dft vμ IDFt lμ N = L+M-1. §èi víi mçi d·y thμnh phÇn nμy ta ®−a thªm M-1 mÉu 
kh«ng vμ tÝnh DFT –N ®iÓm. Nh− vËy c¸c d·y thμnh phÇn ®−îc biÓu diÔn nh− sau: 

x 1 (n) = {x(0), x(1),..., x(L-1), 0,0,...,0}     (4.3.13)                                    

x 2 (n) = {x(L), x(L+1),..., x(2L-1), 0,0,...,0}    (4.3.14) 

x 3  (n) = {x(2L), ..., x(3L-1), 0,0,...,0}     (4.3.15) 

vμ v.v.. Hai DFT – N ®iÓm ®−îc nh©n víi nhau ®Ó nhËn ®−îc: 

Y m (k) = H(k) X m (k),   k = 0,1,...,N-1     (4.3.16) 

 
DFTlμ ph−¬ng ph¸p gi¸n tiÕp ®Ó tÝnh ®Çu ra cña bé läc tuyÕn tÝnh vμ cho ®Õn thêi 

®iÓm nμy cã thÓ thÊy ph−¬ng ph¸p t−¬ng ®èi phøc t¹p do mét lo¹t c¸c thao t¸c cÇn ph¶i 
®−îc thùc hiÖn nh− d·y ®Çu vμo cÇn ph¶i ®−îc chuyÓn ®æi sang miÒn tÇn sè th«ng qua 
DFt, nh©n kÕt qu¶ nhËn ®−îc víi DFt cña bé läc FIR vμ sau ®ã ®Ó nhËn ®−îc kÕt qu¶ cuèi 
cïng l¹i ph¶i thùc hiÖn biÕn ®æi ng−îc IDFT sang miÒn thêi gian. MÆc dï vËy ph−¬ng 
ph¸p nμy l¹i cho phÐp sö dông mét thuËt to¸n rÊt hiÖu qu¶ (biÕn ®æi nhanh Fourier). So 
víi viÖc xö lý trùc tiÕp bé läc FIR trong miÒn thêi gian, c¸c thuËt to¸n biÕn ®æi nhanh chØ 
®ßi hái rÊt Ýt c¸c phÐp to¸n ®Ó cã thÓ nh©n ®−îc d·y ®Çu ra vμ d©y chuyÒn chÝnh lμ nguyªn 
nh©n chñ yÕu dÉn ®Õn viÖc sö dông réng r·i ph−¬ng ph¸p DFt trªn thùc tÕ. C¸c thuËt 
to¸n biÕn ®æi nhanh Fourier sÏ ®−îc giíi thiÖu trong ch−¬ng VI 

4.4. Ph©n tÝch tÝn hiÖu trong miÒn tÇn sè b»ng DFT 
Ta ®· biÕt r»ng mét tÝn hiÖu cã ®é dμi h÷u h¹n N cã thÓ ®−îc biÓu diÔn mét c¸ch 

®Çy ®ñ th«ng qua phÐp biÕn ®æi Fourier rêi r¹c DFt. Tuy vËy, khi c¸c tÝn hiÖu cã ®é dμi 
qu¸ lín hoÆc v« h¹n th× viÖc x¸c ®Þnh biÕn ®æi Fourier rêi r¹c cña nã lμ kh«ng thÓ thùc 
hiÖn ®−îc. Trong tr−êng hîp nμy, ta cÇn lÊy mét ®o¹n thÝch hîp nhÊt cña tÝn hiÖu víi mét 
®é dμi cho phÐp ®Ó thùc hiÖn biÕn ®æi DFT. Khi ®ã râ rμng r»ng ph−¬ng ph¸p DFt chØ cho 
ra mét kÕt qu¶ xÊp xØ cña tÝn hiÖu. Ë ®©y, ta xem xÐt vÊn ®Ò h¹n chÕ ®é dμi cña tÝn hiÖu vμ 
c¸c hiÖu øng n¶i sinh do viÖc sö dông ph−¬ng ph¸p DFT ®èi víi d·y ®· ®−îc h¹n chÕ vÒ ®é 
dμi. 

NÕu tÝn hiÖu cÇn ph©n tÝch lμ tÝn hiÖu t−¬ng tù th× tr−íc tiªn tÝn hiªu nμy cÇn ®−îc 
chuyÒn qua bé läc ®Ó lo¹i bá c¸c nhiÔu (hoÆc c¸c thμnh phÇn cña tÇn sè kh«ng cÇn thiÕt) 

vμ sau ®ã ®−îc lÊy mÉu víi tÇn sè F s �2B, víi B lμ ®é réng cña d¶i th«ng. Nh− vËy tÇn sè 

cao nhÊt cña hai thμnh phÇn cã chøa tÝn hiÖu khi lÊy mÉu lμ F s /2. §Ó cã thÓ h¹n chÕ ®é 

dμi cña tÝn hiÖu ®· ®−îc lÊy mÉu, gi¶ xö chØ xÐt tÝn hiÖu trong mét kho¶ng thêi gian h÷u 

h¹n T 0 = LT, trong ®ã L lμ l−îng mÉu vμ T lμ kho¶ng thêi gian g÷a hai lÇn lÊy mÉu ( chu 

kú lÊy mÉu). Kho¶ng thêi gian lÊy mÉu nμy vÒ nguyªn t¾c sÏ h¹n chÕ ®é ph©n gi¶i vÒ tÇn 
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sè; nghÜa lμ nã sÏ h¹n chÕ kh¶ n¨ng ph©n biÖt ®èi víi c¸c thμnh phÇn tÇn sè mμ kho¶ng 

c¸ch gi÷a chóng nhá h¬n 1/T 0 = 1/LT trong miÒn tÇn sè.  

Gi¶ sö r»ng {x(n)} lμ tÝn hiÖu cÇn ph©n tÝch. Cã thÓ thÊy viÖc giíi h¹n ®é dμi cña 
d·y {x(n)} víi L mÉu trong kho¶ng 0� n�L-1 sÏ t−¬ng ®−¬ng víi viÖc nh©n tÝn hiÖu nμy 
víi mét hμm cöa sæ h×nh ch÷ nhËt (gäi t¾t lμ hμm cöa sæ) víi ®é dμi L. NghÜa lμ: 

 X(n) = x(n)ω (n) 

Trong ®ã  
⎩
⎨
⎧

≠
−≤≤

=ω
n0

1Ln01
)n(  

H·y xÐt mét tr−êng hîp ®¬n gi¶n khi d·y x(n ) lμ d·y tÝn hiÖu h×nh sin: 
  X(n)= 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

IV. TÝch chËp nhanh (tÝch chËp ph©n ®o¹n) 
a. Tæng quan 
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 §Ó øng dông DFT vμo viÖc tÝnh tÝch chËp kh«ng tuÇn hoμn, tøc tÝch chËp tuyÕn 
tÝnh, tr−íc hÕt cÇn ph©n biÖt hai tr−êng hîp: 
 Tr−êng hîp thø nhÊt khi c¸c d·y chËp víi nhau cã chiÒu dμi gÇn b»ng nhau vμ 
ng¾n. 
 Tr−êng hîp thø hai lμ khi c¸c d·y chËp víi nhau vμ cã chiÒu dμi kh¸c xa nhau. 
 Tr−êng hîp thø nhÊt chÝnh lμ tr−êng hîp ®· ®−îc nghiªn cøu ë phÇn trªn. Nh−ng 
trong thùc tÕ, ta th−êng gÆp tr−êng hîp thø hai. ViÖc tÝnh to¸n DFT cña d·y cã chiÒu dμi 
qu¸ lín sÏ bÞ h¹n chÕ bëi vÊn ®Ò dung l−îng bé nhí cña m¸y tÝnh ®iÖn tö vμ thêi gian tÝnh 
to¸n kh«ng ®¶m b¶o. H¬n n÷a, ®Ó cã ®−îc mÉu ®Çu tiªn cña kÕt qu¶ ta ph¶i ®îi ®Õn khi 
kÕt thóc qu¸ tr×nh tÝnh to¸n. 
 §Ó gi¶i quyÕt c¸c vÊn ®Ò trªn, chóng ta ph¶i chia qu¸ tr×nh tÝnh to¸n ra thμnh 
nhiÒu giai ®o¹n. Cã hai ph−¬ng ph¸p gåm c¸c néi dung chÝnh: 

- Chia d·y thμnh nhiÒu d·y con. 
- ChËp tõng d·y con mét 
- Tæ hîp c¸c kÕt qu¶ thμnh phÇn. 

 Gi¶ sö d·y x(n) cã chiÒu dμi N, d·y h(n) cã chiÒu dμi M vμ N >> M. Khi ®ã ch©ph 
cña x(n) vμ h(n) lμ y(n) sÏ cã chiÒu dμi N+ M - 1. NÕu N rÊt lín th× ta kh«ng thÓ dïng DFT 
®Ó tÝnh trùc tiÕp tÝch chËp nμy ®−îc. V× thÕ, nÕu muèn dïng DFT ta ph¶i ph©n d·y x(n) ra 
lμm nhiÒu ®o¹n nhá. 
 
b. Ph−¬ng ph¸p 1: Céng xÕp chång 
 Gi¶ sö ta cÇn tÝnh tÝch chËp tuyÕn tÝnh 
  y(n) = x(n)*h(n) 
  L[x(n)] = N, L[h(n)] = M vμ  N >> M.  
D·y x(n) ®−îc coij lμ tæng cña c¸c d·y thμnh phÇn xi(n), mμ L[xi(n)] = N1. Tøc lμ: 

  ∑=
i

i )n(x)n(x              (4.4.1) 

víi   
⎩
⎨
⎧

≠
+≤≤

=
n0

N)1i(niN)n(x
)n(x 11

i    

MÆt kh¸c ta cã: 
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)n(y)n(x*)n(h)mn(x)m(h

)mn(x)m(h)mn(x)m(h)n(x*)n(h)n(y
   (4.4.2) 

khi ®ã, yi(n) = h(n)*xi(n) gäi lμ tÝch chËp ph©n ®o¹n, ®©y lμ tÝch chËp tuyÕn tÝnh, nÕu dïng 
DFT th× mçi tÝch chËp ph©n ®o¹n nμy ta ph¶i tÝnh DFT víi chiÒu dμi N1+M-1. Tøc lμ ta 
ph¶i tÝnh tÝch chËp vßng víi chiÒu dμi 2(N1+M-1): 
   
 

 

 

 

 

 



 

 

Ch¬ng 3 

PhÐp biÕn ®æi Fourior rêi r¹c. 
I. Më ®Çu: 

Tõ tríc tíi nay chóng ta ®· häc nhiÒu lo¹i biÕn ®æi Fourier nh sau: 

1. Chuçi Fourier,¸p dông cho tÝn hiÖu liªn tôc vµ tuÇn hoµn. 

2. TÝch ph©n Fourier dïng cho tÝn hiÖu liªn tôc vµ kh«ng tuÇn hoµn. 

3. BiÕn ®æi Fourier cña tÝn hiÖu rêi r¹c võa ®îc tr×nh bÇy ë ch¬ng 1. 

PhÐp biÕn ®æi Fourier cña tÝn hiÖu rêi r¹c, X(f), vÒ mÆt lý thuyÕt cho ta 

nh÷ng c«ng thøc gi¶i tÝch gän vµ ®Ñp. Nã ®îc sö dông réng r·i khi nghiªn 

cøu c¸c tÝn hiÖu viÕt ®îc díi d¹ng gi¶i tÝch. Tuy nhiªn nã cã mét sè h¹n chÕ 

khi ¸p dông trong thùc tÕ khi ch¹y ch¬ng tr×ng m¸y tÝnh. Cô thÓ lµ: 

 1. §é dµi tÝn hiÖu sè( sè mÉu tÝn hiÖu ®em ph©n tÝch) lµ v« cïng. 

Trong khi ®é dµi tÝn hiÖu trong thùc tÕ bao giê còng lµ h÷u h¹n. 

 2. BiÕn ®éc lËp f ( tÇn sè) cña X(f) lµ mét biÕn liªn tôc, trong khi ®ã 

viÖc sö lý tÝn hiÖu trªn m¸y tÝnh bao giê còng ph¶i ®îc rêi r¹c ho¸, sè ho¸. 

 Do tÇm quan träng to lín cña phÐp biÕn ®æi Fourier nªn ngêi ta ®· t×m c¸ch 

kh¾c phôc c¸c h¹n chÕ trªn b»ng c¸ch ®a nã vÒ d¹ng thÝch hîp. §ã lµ phÐp 

biÕn ®æi Fourier rêi r¹c cña tÝn hiÖu cã ®é dµi h÷u h¹n vµ cã trôc tÇn sè 

còng ®îc rêi r¹c ho¸, thêng ®îc gäi mét c¸ch ng¾n gän lµ phÐp biÕn ®æi 

Fourier rêi r¹c, ®îc viÕt t¾t trong  tiÕng Anh lµ DFT, lµ mét thuËt ng÷ ®îc 

dïng phæ biÕn. CÇn ph©n biÖt víi tªn gäi “ phÐp biÕn ®æi Fourier cña tÝn hiÖu 

rêi r¹c” mµ ta ®· nghiªn cøu ë ch¬ng 1. Ngoµi ý nghÜa vÒ mÆt lý thuyÕt, DFT 

cßn ®ãng vai trß rÊt quan träng trong thùc tÕ xö lý tÝn hiÖu sè do tån t¹i c¸ch 

tÝnh DFT rÊt hiÖu qu¶, tèc ®é nhanh mµ ta sÏ dµng h¼n mét ch¬ng ®Ó tr×nh 

bµy (ch¬ng DFT). Sau ®ã chóng ta sÏ nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt vµ øng dông 

cña nè. §ã lµ néi dung chÝnh cña ch¬ng nµy. 

Cã nhiÒu ph¬ng ph¸p dÉn d¾t ®Õn phÐp biÕn ®æi ã nhiÒu ph¬ng ph¸p rêi r¹c 

(DFT) nh: 

 - Tõ phÐp biÕn ®æi cña tÝn hiÖu rêi r¹c nhng tuÇn hoµn, tøc lµ chuçi ã 

nhiÒu ph¬ng ph¸p rêi r¹c. 



 - Trùc tiÕp trôc tÇn sè cña X(f). 

Chóng ta sÏ lµm theo c¸ch ®Çu, sau ®ã xem xÐt thªm c¸c c¸ch sau. 

II. Chuçi Fourier rêi r¹c cuat tÝn hiÖu rêi r¹c tuÇn hoµn 

Chóng ta ®· lµm quen víi kh¸i niÖm chuçi Fourier vµ tÝch ph©n Fourier ®èi 

víi tÝn hiÖu t¬ng tù. ý tëng chñ ®¹o cña viÖc ph©n tÝch Fourier lµ ph©n tÝch 

hµm tÝn hiÖu  thµnh c¸c hµm ®iÒu hoµ (thùc hoÆc phøc). §èi víi tÝn hiÖu rêi 

r¹c còng vËy, ta vÉn sö dông ý tëng chñ ®¹o trªn: Ph©n tÝch tÝn hiÖu rêi r¹c 

thµnh tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c hµm ®iÒu hoµ. 

Còng t¬ng tù nh khi ph©n tÝch tÝn hiÖu t¬ng tù, ta h·y xem xÐt viÖc khai triÓn 

Fourierd·y tÝn hiÖu tuÇn hoµn thµnh chuçi. 

TÝn hiÖu tuÇn hoµn Xp (n)lµ tuÇn hoµn víi chu kú N nÕu Xp (n)=Xp (n+N) 

víi mäi n ( chØ sè p chØ period: tuÇn hoµn). §èi víi tÝn hiÖu rêi r¹c, chóng ta 

sÏ khai triÓn Fourier theo hµm:  

ξ k (n) = e 
n)N/k2(j π

 k = 0, ± 1, ±2…     (3.1) 

Ta thÊy toµn bé tËp hîp tÝn hiÖu e mò phøc nµy ®Òu lµ hµm tuÇn hoµn víi chu 

kú N: 

ξ k (n) =  ξ k (n+ lN)   l nguyªn   (3.2) 

TÊt c¶ c¸c tÝn hiÖu nµy ®Òu cã tÇn sè lµ b éi cña tÇn sè c¬ b¶n, 2π/N, do vËy 

chóng cã quan hÖ ®iÒu hoµ víi nhau.  

§iÓm kh¸c biÖt quan träng cña c¸c tÝn hiÖu nµy so víi tÝn hiÖu t¬ng tù lµ: 

Trong khi tÊt c¶ c¸c hµm ®iÒu hoµ liªn tôc cã tÇn sè kh¸c nhau th× ph©n biÖt 

víi nhau, cßn c¸c hµm ®iÒu hoµ phøc rêi r¹c chØ cã NtÝn hiÖu ph©n biÖt víi 

nhau v× c¸c tÝn hiÖu sai kh¸c nhau lµ béi cña N th× ®Òu nh nhau: 

ξk(n) =  ξ Nk± (n)  = ξ N2k± (n) = e 
n)N/k2(j π

   (3.3)  

B©y giê chóng ta muèn triÓn khai tÝn hiÖu tuÇn hoµn x(n) thµnh: 

x p (n) =  
∑ ξ
k

kka
(n) =  

∑ π

k

N/k
ka n )j(2e

   (3.4) 

Do ξ k (n) chØ ph©n biÖt ®îc víi N gi¸ trÞ liªn tôc cña k nªn tæng trªn chØ cÇn 

tÝnh trong kho¶ng nµy: tæng tÝnh theo biÕn ch¹y k thai ®æi trong mét gi¶i  N 



nguyªn tè kÒ nhau liªn tôc, vµ ®Ó cho tiÖn ta ký hiÖu k = <N > nghÜa lµ k cã 

thÓ lÊy k= 0,1,…, N- 1, hoÆc k = 2,3,…,N+2 hoÆc tæng qu¸t h¬n: k = k 0 , 

k 0 + N-1 víi  k 0  lµ sè nguyªn tuú ý. 

x p (n) =    
∑

>=<

π

Nk

N/k
ka n )j(2e

      (3.5) 

C«ng thøc (3.5) trªn ®îc gäi lµ chuçi Fourier rêi r¹c (DFS) cña tÝn hiÖu tuÇn 

hoµn vµ rêi r¹c x p (n), trong ®ã c¸c hÖ sè a k  lµ c¸c hÖ sè khai triÓn chuçi 

Fourier rêi r¹c hay cßn ®îc gäi lµ c¸c v¹ch phæ cña tÝn hiÖu tuÇn hoµn. Ta 

thÊy ngay còng chØ cã N hÖ sè a k  mµ th«i. §Ó cho tiÖn víi quy íc tÝnh biÕn 

®æi Fourier rêi r¹c ta viÕt l¹i (3.5) víi x p (k) thay cho a k  nh  sau: 

x p (n) =  N
1

  
∑

>=<

π

Nk

N/k
p e)k(X n )j(2

      (3.6) 

Cô thÓ lµ: 

x p (0) =  N
1

  
∑

>=<Nk
p )k(X

    

x p (1) =  N
1

  
∑

>=<

π

Nk

N/k
p e)k(X  )j(2

    

…………… 

x p (1) =  N
1

  
∑

>=<

−π

Nk

1N(k
p e)k(X  )/Nj(2

   

HÖ sè 1/N ®îc ®a vµo cho thuËn tiÖn vµ kh«ng lµm ¶nh hëng tíi b¶n chÊt cña 

c¸ch biÓu diÔn chuçi. VÊn ®Ò cßn l¹i lµ ph¶i x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè X p (k). Tríc 

hÕt ta chøng minh tÝnh chÊt trùc chuÈn sau: 

 

                                               1 n = lN víi  l  = ± 0, ±1,±2…    

N
1

  
∑

>=<

−π

Nk

1N(ke  )/Nj(2

  =         (3.7) 

        



                                                0 víi mäi n kh¸c   lN 

Chøng minh: 

Víi mäi n, tæng trªn lµ mét cÊp sè nh©n cã c«ng béi lµ: Q =  e 
)N/n2(j π
    

(®Ó tiÖn viÖc tÝnh to¸n vµ viÕt, ta ký hiÖu k = <N>…N-1)  

Do ®ã: 

N
1 ∑

−

=

1N

0k   e 
n)N/k2(j π
   =  N

1 ∑
−

=

1N

0k Qk = N
1

. Q1
Q1 N

−
−

 

Víi n kh¸c lN, tøc lµ víi mÉu sè 1- Q kh¸c 0 nªn: 

N
1

. Q1
0
−  = 0 

Víi n = lN, mÉu sè 1-Q = 0 v× Q
N l

 = 1 nªn ta ph¶i tÝnh trùc tiÕp tæng. Khi 

nµy c¸c e 
n)N/k2(j π
   ®Òu cã gi¸ trÞ b»ng 1. Do ®ã c¶ tæng cã gi¸ trÞ lµ N, ®em 

chia cho N, kÕt qu¶ lµ 1. TÝnh chÊt trùc chuÈn ®îc chøng minh. 

H×nh 3.1 minh ho¹ c«ng thøc (3.7) cho trêng hîp N = 6, trong ®ã c¸c sè 

 e 
n)N/k2(j π
 ®îc biÓu diÔn b»ng c¸c vect¬r trong mÆt ph¼ng phøc. C¸c vect¬ 

nµy ®Òu cã ®é dµi b»ng 1. Do tÝnh ®èi xøng cña c¸c h×nh nµy, ta còng cã thÓ 

rót ra lµ tæng cña c¸c e 
n)N/k2(j π
    sÏ b»ng 0 trõ khi k=0,6,12… 

Quay l¹i tÝnh  x p (k), ta thùc hiÖn: 

Nh©n hai vÕ cña (3.6) víi e 
n)N/k2(j π−
  vµ lÊy tæng tõ n=0 tíi N-1 

 
∑
−

=

1N

0k  x p (n). e 
n)N/k2(j π−
 =  N

1 ∑
−

=

1N

0k
∑

>=<

π

Nk

N/k
p e).k(X  r)n-)(kj(2

 

§æi thø tù lÊy tæng cña vÕ ph¶i: 

∑
−

=

1N

0k  x p (n). e  
n)N/k2(j π−
= 
∑
−

=

1N

0k x p (k) [ N
1 ∑

−

=

1N

0n e 
n)rk)(N/2(j −π−
 ] 

    Sö dông (3.7) võa chøng minh cho phÇn trong ngoÆc vu«ng vÕ ph¶i, ta cã: 

∑
−

=

1N

0n  x p (n). e
nr)N/2(j π−

=  x p (r) 

Hay: 



x p (k)  =  
∑
−

=

1N

0n  x p (n). e
kn)N/2(j π−

   (3.8) 

NhËn xÐt:  

x p (k)  theo (3.8) còng lµ hµm tuÇn hoµn víi chu kú N 

x p (k)  =  x p (k + lN) 

®iÒu nµy lµ ®¬ng nhiªn v× c¸c hµm sè mò trong (3.8)  chØ ph©n biÖt víi k = 

0…N-1 vµ do ®ã chØ cã N hÖ sè Fourier . 

c¸c hÖ sè chuçi Fourier x p (k)  còng cã thÓ ®îc xen nh lµ mét d·y sè cã ®é 

dµi h÷u h¹n, cho bëi (3.8) víi k = 0, 1,…,N-1 vµ b»ng 0 víi mäik kh¸c. Râ 

rµng lµ c¶ hai c¸ch gi¶i thÝch nµy ®Òu ®óng c¶ vµ t¬ng ®¬ng nhau. Song nãi 

chung ngêi ta thêng gi¶i thÝch c¸c hÖ sè cña chuçi Fourier x p (k)   nh lµ mét 

chuçi tuÇn hoµn ®Ó cã ®îc sù ®èi ngÉu gi÷a thêi gian vµ tÇn sè cña chuçi 

Fourier . 

C«ng thøc (3.6)  vµ (3.8) lµ cÆp c«ng thøc chuçi Fourier cho mét tÝn hiÖu 

tuÇn hoµn. (3.8) ®îc coi lµ c«ng thøc ph©n tÝch. (3.6) ®îc coi lµ c«ng thøc 

tæng hîp. ®Ó tiÖn sö dông ngêi ta cßn dïng ký hØÖu: 

W N  = e  
)N/2(j π−
 

vµ do vËy: 

W
n
N   =  e  

n)N/2(j π−
 =  e  

)N/n2(j π−
 

®Ó tiÖn Ên lo¸t vµ cho gän, trong tµi liÖu nµy cã thÓ chØ viÕt  Wn khi chØ sè díi 

cña W lµ N. NÕu chØ sè nµy kh¸c N, ta ph¶i nghi râ thªm. 

CÆp c«ng thøc ph©n tÝch vµ tæng hîp chuçi Fourier trë thµnh: 

x p (k)  =  
∑

>=<Nn x(n). Wnk   Ph©n tÝch  (3.9) 
 

x p (n)  =  N
1 ∑

>=<Nk X(k).W-kn  Tæng hîp  (3.10)  

Mét c¸ch gi¶i thÝch kh¸c cña d·y tuÇn hoµn x p (k) : x p (k)   chÝnh lµ c¸c mÉu 



trªn ®êng trßn ®¬n vÞ cña biÕn ®æi z mét chu kú cña x p (n) , tøc lµ c¸c mÉu 

cña biÕn ®æi Fourier X(f) cña mét chu kú x p (n)  (v× biÕn ®æi z tÝnh trªn ®êng 

trßn ®¬n vÞ chÝnh lµ biÕn ®æi Fourier X(f)). 

Mét chu kú x(n) cña x p (n)  cã thÓ ®îc ®Þnh nghÜa lµ: 

x(n) = x p (n)    víi 0≤  n ≤N-1 

   0      víi mäi n kh¸c 

Do vËy X(z) cña x(n) lµ: 

X(z)  =  
∑
∞

−∞=n x(n)z-n   = 
∑
−

=

1N

0n x(n)z-n 

vµ: 

x p (k)    =  X(z) ⏐z= e
)N/2(k.j π
 = W

k
N
−

 

Tøc lµ N hÖ sè cña x p (k) chÝnh pµ gi¸ trÞ cña biÕn ®æi z tÝnh trªn ®êng trßn 

®¬n vÞ t¹i N ®iÓm chia ®Òu nhau.   

VÝ dô 3.1: xÐt tÝn hiÖu x(n) = sin(Ωn) = sin (2πn/N) 

TÝn hiÖu nµy chØ tuÇn hoµn khi N =2π/N lµ mét sè nguyªn hoÆc tØ sè cña hai 

sè nguyªn. 

Ta cã ngay: 

x(n)  =  j2
ee )N/n2j()N/n2(j π−π −

 

hay: 

x p (1)  = x p (N+1) = … = N/2j 

x p (-1)  = x p (N-1) = … =-N/2j 

khi tØ sè 2πΩ cã d¹ng m/N ta cã Ω = 2πm/N 

x(n) = j2
ee )N/n2(jm)N/n2(jm π−π −

 

hay 

x p (m)  = x p (N+m) = … = N/2j 



x p (-m)  = x p (N-m) = … =-N/2j 

víi m = 3, N = 5 ta thÊy: 

x p (-2)  = x p (3) 

x p (-3)  = x p (2)… 

ViÖc ta chän tÝn hiÖu ®èi xøng quanh gèc to¹ ®é chØ lµ ®Ó dÔ tÝnh vµ vÏ. V× 

vËy: 

x p (k) = 
∑

>=<

π

Nn

N(
p e.x  )kn-j(2

   

 = 
∑
−=

π−1

1

N

Nn

kn)N/2(je
    

 

 

 

3.2.2.  
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IV. §Þnh lý lÊy mÉu 
 §Ó cã thÓ ¸p dông c¸c kü thuËt xö lý tÝn hiÖu sè trong viÖc xö lý c¸c tÝn 

hiÖu t−¬ng tù th× ®iÒu c¬ b¶n ®Çu tiªn lµ cÇn chuyÓn ®æi c¸c tÝn hiÖu t−¬ng tù 

thµnh d·y c¸c sè. Qu¸ tr×nh nµy ®−îc thùc hiÖn b»ng c¸ch lÊy mÉu tÝn hiÖu t−¬ng 

tù theo chu kú. NÕu gäi tÝn hiÖu t−¬ng tù lµ xa(t), x(n) lµ tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi 

gian thu ®−îc sau qu¸ tr×nh lÊy mÉu, T lµ chu kú lÊy mÉu th×: 

  x(n) = xa(nT)  víi  - ∞ < n < ∞         (3.4.1) 

 Quan hÖ (3.4.1) m« t¶ qu¸ tr×nh lÊy mÉu trong miÒn thêi gian. §Ó qu¸ tr×nh 

lÊy mÉu kh«ng lµm mÊt m¸t th«ng tin cña phæ tÝn hiÖu (kh«ng g©y ra hiÖn t−îng 

trïng phæ ) th× tÇn sè lÊy mÉu Fs = 1/T ph¶i cã gi¸ trÞ ®ñ lín. Khi ®iÒu nµy ®−îc 

®¶m b¶o th× tÝn hiÖu t−¬ng tù cã thÓ ®−îc kh«i phôc chÝnh x¸c tõ tÝn hiÖu rêi r¹c 

theo thêi gian. 

 NÕu xa(n) lµ tÝn  hiÖu kh«ng tuÇn hoµn víi n¨ng l−îng h÷u h¹n, th× phæ cña 

nã cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh bëi quan hÖ cña biÕn ®æi Fourier : 

  ∫
∞

∞−

π−= dte)t(x)F(X Ft2j
aa             (3.4.2) 

 Ng−îc l¹i, tÝn hiÖu xa(t) cã thÓ ®−îc kh«i phôc tõ phæ cña nã qua biÕn ®æi 

Fourier ng−îc: 

  ∫
∞

∞−

π= dte)F(X)t(x Ft2j
aa             (3.4.3) 

 ë ®©y, viÖc sö dông tÊt c¶ c¸c thµnh phÇn tÇn sè trong kho¶ng :- ∞ < F < ∞  

lµ cÇn thiÕt ®Ó cã thÓ kh«i phôc ®−îc tÝn hiÖu xa(t) nÕu tÝn hiÖu nµy cã d¶i tÇn v« 

h¹n. 

 Phæ cña tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian x(n) nhËn ®−îc b»ng c¸ch lÊy mÉu 

cña xa(t), ®−îc biÓu diÔn qua phÐp biÕn ®æi Fourier nh− sau: 

  ∑
∞

−∞=

ω−=ω
n

nje)n(x)(X             (3.4.4) 

hoÆc :  ∑
∞

−∞=

π−=
n

fn2je)n(x)f(X             (3.4.5) 

 Ng−îc l¹i, d·y x(n) cã thÓ ®−îc kh«i phôc l¹i tõ X(ω) hoÆc tõ X(f) qua biÕn 

®æi ng−îc: 
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  ∫∫
−

π
π

π−

ω =ωω
π

=
2

1

2
1

fn2jnj dfe)f(Xde)(X
2
1)n(x          (3.4.6)

 Tõ quan hÖ gi÷a chu kú lÊy mÉu T, c¸c biÕn ®éc lËp t vµ n: 

  
sF

nnTt ==               (3.4.7) 

 Thay vµo (3.4.2), ta suy ra quan hÖ t−¬ng øng trong miÒn tÇn sè cña c¸c 

biÕn tÇn sè F vµ f gi÷a Xa(t) vµ X(f) vµ ng−îc l¹i: 

  ∫
∞

∞−

π
=≡ dFe)F(X)nT(x)n(x sF

Fn2j
aa           (3.4.8) 

 Tõ (3.4.6) vµ (3.4.8) ta cã hÖ thøc quan hÖ: 

  ∫∫
∞

∞−

π

−

π = dFe)F(Xdfe)f(X sF
Fn2j

a

2
1

2
1

fn2j           (3.4.9) 

 Khi qu¸ tr×nh lÊy mÉu ®−îc thùc hiÖn tuÇn hoµn th×: 

  
sF

Ff =              (3.4.10) 

 Khi ®ã, hÖ thøc (3.4.9) trë thµnh: 

  ∫∫
∞

∞−

π

−

π
= dFe)F(XdFe)

F
F(X

F
1 s

s

s

s F
Fn2j

a

2
F

2
F

F
Fn2j

ss
        (3.4.11) 

 BiÕn ®æi biÓu thøc thuéc vÕ ph¶i cña (3.4.11), ta cã: 

  ∑ ∫∫
∞

−∞=

+

−

π∞

∞−

π
=

k

F)2
1k(

F)2
1k(

F
Fn2j

a
F

Fn2j
a

s

s

ss dFe)F(XdFe)F(X       (3.4.12) 

Thùc hiÖn viÖc ®æi biÕn trong (3.4.12) vµ sö dông tÝnh chÊt tuÇn hoµn cña 

hµm mò: 

 ss
s

F
Fn2jF

)kFF(n2j
ee

π−π
=  

sÏ cho ta: Xa(F) trong kho¶ng tÇn sè (k-1/2)Fs ®Õn (k+1/2)Fs sÏ hoµn toµn t−¬ng 

øng víi Xa(F - kFs) trong kho¶ng -Fs/2 ®Õn Fs/2. Tõ ®ã, ta cã: 
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∫ ∑

∑ ∫∑ ∫

−

π∞

−∞=

∞

−∞= −

π∞

−∞=

+

−

π

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−=

2
F

2
F

F
Fn2j

k
sa

k

2
F

2
F

F
Fn2j

sa
k

F)2
1k(

F)2
1k(

F
Fn2j

a

s

s

s

s

s

s

s

s

s

dFe)kFF(X

dFe)kFF(XdFe)F(X

     (3.4.13) 

So s¸nh (3.4.6) vµ (3.4.13) ta ®−îc: 

  ∑
∞

−∞=

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

k
sas

s
)kFF(XF

F
FX         (3.4.14) 

hoÆc:   [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

sas F)kf(XF)f(X         (3.4.15) 

 C¸c hÖ thøc (3.4.14) vµ (3.4.15) ®−a ra mèi quan hÖ gi÷a phæ X(F/Fs) hoÆc 

X(f) cña tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian vµ phæ Xa(F) cña tÝn hiÖu t−¬ng tù. Thùc 

chÊt, vÕ ph¶i cña hai biÓu thøc nµy lµ sù lÆp l¹i cã chu kú cña phæ ®· ®−îc lÊy tû 

lÖ Xa(F) víi chu kú Fs. 

 XÐt quan hÖ (3.4.14) vµ (3.4.15) víi c¸c tÇn sè lÊy mÉu cã gi¸ trÞ kh¸c 

nhau. §Ó thùc hiÖn ®iÒu nµy, ta xÐt víi vÝ dô lµ mét tÝn hiÖu t−¬ng tù víi bÒ réng 

phæ h÷u h¹n. TÝn hiÖu nµy ®−îc m« t¶ trªn h×nh (3.4a). Phæ cña tÝn hiÖu sÏ b»ng 

kh«ng khi ⏐F⏐≥ B.  

 • NÕu chän tÇn sè lÊy mÉu Fs≥ 2B th× phæ X(F/Fs) cña tÝn hiÖu rêi r¹c sÏ cã 

d¹ng nh− trªn h×nh (3.4b). Nh− vËy, nÕu tÇn sè lÊy mÉu Fs ®−îc chän sao cho Fs≥ 

2B, víi 2B lµ tÇn sè Nyquist th×: 

  )F(XF
F
FX as
s

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
   víi: .       (3.4.16) 

trong tr−êng hîp nµy hiÖn t−îng trïng phæ sÏ kh«ng x¶y ra vµ v× vËy, trong miÒn 

giíi h¹n cña tÇn sè c¬ b¶n ⏐F⏐≤ Fs/2 hoÆc ⏐f⏐≤ 1/2, phæ cña tÝn hiÖu rêi r¹c sÏ 

®ång nhÊt víi phæ cña tÝn hiÖu t−¬ng tù. 

 • NÕu chän tÇn sè lÊy mÉu Fs< 2B th× trong c«ng thøc x¸c ®Þnh ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

sF
FX , do 

cã sù lÆp l¹i cã chu kú cña Xa(F) nªn sÏ ph¸t sinh hiÖn t−îng trïng phæ, nh− m« t¶  

trªn h×nh (3.4c). Khi ®ã phæ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

sF
FX  cña tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian sÏ cã chøa 
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c¸c thµnh phÇn víi c¸c tÇn sè nhÇm lÉn cña phæ tÝn hiÖu t−¬ng tù Xa(F), v× vËy 

viÖc kh«i phôc chÝnh x¸c tÝn hiÖu gèc tõ c¸c mÉu sÏ kh«ng thÓ thùc hiÖn ®−îc. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 3.4. M« t¶ sù lÊy mÉu tÝn hiÖu cã bÒ réng phæ h÷u h¹n vµ sù trïm phæ. 

 
 Trong tr−êng hîp kh«ng cã hiÖn t−îng trïng phæ, tÝn hiÖu gèc xa(n) cã thÓ 

®−îc kh«i phôc l¹i mét c¸ch chÝnh x¸c tõ c¸c mÉu x(n): 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

2
FF0

2
FF

F
FX

F
1

)F(X
s

s

ssa        (3.4.17) 

Theo phÐp biÕn ®æi Fourier th×: 

  ∑
∞

−∞=

π−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

n

F
nF2j

s

se)n(x
F
FX  

vµ biÕn ®æi ng−îc Fourier sÏ cho ta xa(t) tõ phæ cña nã Xa(F): 

T 

n

x(n) 

(c) 

X(F/Fs) 

-Fs Fs 

F

T 

n

x(n) 

(b) 

X(F/Fs) 

-Fs   Fs Fs/2 -Fs/2

FS Xa(F) FS Xa(F+Fs) FS Xa(F-Fs) 

F

t 

xa(t) 

(a) 

Xa(F) 

 B -B

F
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( ) dFeFX)t(x Ft2j
2

F

2
F

aa

s

s

π

−

∫=  

 
Gi¶ sö Fs= 2B, thay vµo c¸c hÖ thøc trªn, ta ®−îc: 

 

)18.4.3(
)nTt)(T/(

)nTt)(T/sin()nT(x

dFe)n(x
F
1xdFee)n(x

F
1)t(x

n
a

2
F

2
F

)F
nt(F2j

ns

Ft2j
2

F

2
F n

F
nF2j

s
a

s

s

s

s

s

s

∑

∫∑∫ ∑

∞

−∞=

−

−π∞

−∞=

π

−

∞

−∞=

π−

−π
−π

=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

 

 

C«ng thøc (3.4.18) cã chøa hµm: 

  
Bt2

Bt2sin
t)T/(

t)T/sin()t(g
π
π

=
π
π

=        (3.4.19) 

®−îc dÞch bëi c¸c l−îng nT, n = 0, ±1, ±2, ±3,… vµ  ®−îc nh©n víi c¸c mÉu t−¬ng 

øng xa(nT) cña tÝn hiÖu rêi r¹c. C«ng thøc (3.4.19) ®−îc gäi lµ c«ng thøc néi suy 

vµ ®−îc dïng ®Ó kh«i phôc tÝn hiÖu liªn tôc xa(t) tõ c¸c mÉu, cßn hµm g(t) trong 

(3.4.19) ®−îc gäi lµ hµm néi suy. V× t¹i t = kT th× hµm néi suy g(t-kT) sÏ cã gi¸ 

trÞ b»ng kh«ng, ngo¹i trõ k = n; Do ®ã gi¸ trÞ cña xa(t) t¹i c¸c thêi ®iÓm  t = kT sÏ 

chÝnh lµ mÉu xa(kT). ë tÊt c¶ c¸c thêi ®iÓm cßn l¹i, gi¸ trÞ cña xa(t) sÏ b»ng gi¸ trÞ 

cña hµm néi suy sau khi ®· lÊy tû lÖ víi xa(nT). 

 C«ng thøc (3.4.19) dïng ®Ó kh«i phôc tÝn hiÖu liªn tôc xa(t) tõ c¸c mÉu, 

®−îc gäi lµ c«ng thøc néi suy lý t−ëng vµ lµ c¬ së cña ®Þnh lý lÊy mÉu. 

 

♦ Ph¸t biÓu ®Þnh lý lÊy mÉu 

 TÝn hiÖu liªn tôc theo thêi gian cã bÒ réng phæ h÷u h¹n víi tÇn sè cao nhÊt 

B(Hz) cã thÓ ®−îc kh«i phôc mét c¸ch duy nhÊt tõ c¸c mÉu, nÕu qu¸ tr×nh lÊy 

mÉu ®−îc thùc hiÖn víi tèc ®é Fs ≥ 2B trªn 1 gi©y. 
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ch−¬ng 4 

phÐp biÕn ®æi Fourier rêi r¹c 
 
 

PhÐp biÕn ®æi Fourier cña tÝn hiÖu rêi r¹c, X(f), vÒ mÆt lý thuyÕt cho ta 

nh÷ng c«ng thøc gi¶i tÝch gän vµ ®Ñp. Nã ®−îc sö dông réng r·i khi nghiªn cøu 

c¸c tÝn hiÖu viÕt ®−îc d−íi d¹ng gi¶i tÝch. Tuy nhiªn nã cã mét sè h¹n chÕ khi ¸p 

dông trong thùc tÕ khi ch¹y ch−¬ng tr×ng m¸y tÝnh. Cô thÓ lµ: 

 1. §é dµi tÝn hiÖu sè( sè mÉu tÝn hiÖu ®em ph©n tÝch) lµ v« cïng. Trong khi 

®é dµi tÝn hiÖu trong thùc tÕ bao giê còng lµ h÷u h¹n. 

 2. BiÕn ®éc lËp f ( tÇn sè) cña X(f) lµ mét biÕn liªn tôc, trong khi ®ã viÖc xö 

lý tÝn hiÖu trªn m¸y tÝnh bao giê còng ph¶i ®−îc rêi r¹c ho¸, sè ho¸. 

  Do tÇm quan träng to lín cña phÐp biÕn ®æi Fourier nªn ng−êi ta ®· t×m 

c¸ch kh¾c phôc c¸c h¹n chÕ trªn b»ng c¸ch ®−a nã vÒ d¹ng thÝch hîp. §ã lµ phÐp 

biÕn ®æi Fourier rêi r¹c cña tÝn hiÖu cã ®é dµi h÷u h¹n vµ cã trôc tÇn sè còng 

®−îc rêi r¹c ho¸, th−êng ®−îc gäi mét c¸ch ng¾n gän lµ phÐp biÕn ®æi Fourier 

rêi r¹c, ®−îc viÕt t¾t trong  tiÕng Anh lµ DFT, lµ mét thuËt ng÷ ®−îc dïng phæ 

biÕn. CÇn ph©n biÖt víi tªn gäi “ phÐp biÕn ®æi Fourier cña tÝn hiÖu rêi r¹c” mµ ta 

®· nghiªn cøu ë ch−¬ng 3. Ngoµi ý nghÜa vÒ mÆt lý thuyÕt, DFT cßn ®ãng vai trß 

rÊt quan träng trong thùc tÕ xö lý tÝn hiÖu sè do tån t¹i c¸ch tÝnh DFT rÊt hiÖu 

qu¶, tèc ®é nhanh FFT. 

 

I. lÊy mÉu trong miÒn tÇn sè - biÕn ®æi Fourier rêi r¹c 
 Tr−íc khi nghiªn cøu DFT, ta h·y xÐt viÖc lÊy mÉu cña biÕn ®æi Fourier ®èi 

víi d·y tÝn hiÖu rêi r¹c theo thêi gian kh«ng tuÇn hoµn vµ tõ ®ã cã thÓ thiÕt lËp 

®−îc quan hÖ gi÷a biÕn ®æi Fourier ®· ®−îc lÊy mÉu víi DFT. 

 

I.1. lÊy mÉu trong miÒn tÇn sè vµ kh«i phôc tÝn hiÖu rêi r¹c 

theo thêi gian 
 XÐt biÕn ®æi Fourier X(ej ω) hay X(ω) cña mét tÝn hiÖu kh«ng tuÇn hoµn rêi 

r¹c theo thêi gian x(n): 

  ∑
∞

−∞=

ω−=ω
n

nje)n(x)(X  
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Gi¶ sö tÝn hiÖu X(ω)  ®−îc lÊy mÉu tuÇn hoµn vµ kho¶ng c¸ch lÊy mÉu lµ 

δω. V× X(ω) lµ tuÇn hoµn víi chu kú 2π, do vËy chØ cÇn xÐt ®Õn c¸c mÉu ®−îc lÊy 

trong miÒn tÇn sè c¬ b¶n: 0 ≤ ω ≤ 2π vµ sè l−îng mÉu ®−îc lÊy trong kho¶ng nµy 

lµ N, th× kho¶ng c¸ch lÊy mÉu lµ δω = 2π/N, (h×nh 4.1). 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 4.1. LÊy mÉu tÇn sè cña biÕn ®æi Fourier 
 

XÐt gi¸ trÞ cña X(ω) t¹i ω = 2πk/N ta ®−îc: 

 ∑
∞

−∞=

π
−

=
π

n

N
kn2j

e)n(x)k
N
2(X , víi k nguyªn, k =[0..N-1]       (4.1.1) 

NÕu chia tæng (4.1.1) thµnh mét sè l−îng v« h¹n c¸c tæng, trong ®ã mçi tæng 

chøa N phÇn tö th× ta ®−îc: 

  

∑ ∑∑

∑∑
∞

−∞=

−+

=

π
−−

=

π
−

−

=

π
−−

−=

π
−

=++

+++=
π

l

1NlN

lNn

N
kn2j1N2

Nn

N
kn2j

1N

0n

N
kn2j1

Nn

N
kn2j

e)n(x...e)n(x

e)n(xe)n(x...)k
N
2(X

 

Thùc hiÖn viÖc ®æi biÕn n = n - lN vµ ®æi thø tù lÊy tæng ta ®−îc: 

  N
kn2j1N

0n l
e)lNn(x)k

N
2(X

π
−−

=

∞

−∞=
∑ ∑ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

π
    (4.1.2) 

Chó ý trong biÓu thøc trªn, ®· sö dông tÝnh chÊt: 

  N
kn2jkl2jN

kn2j
N

)lNn(k2j
ee.ee

π
−π

π
−

−π
−

==  

Ta thÊy tÝn hiÖu: ∑
∞

−∞=
−=

l
p )lNn(x)n(x      (4.1.3) 

nhËn ®−îc do sù xÕp chång cña v« sè tÝn hiÖu x(n) ®Æt lÖch nhau mét chu kú N.  

Nh− vËy, xp(n) lµ tÝn hiÖu tuÇn hoµn víi chu kú c¬ b¶n lµ N. Do vËy nã cã 

thÓ khai triÓn qua chuçi Fourier nh− sau: 

X(ω) 

ω   2π     π    kδω  

X (kδω )  
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  ∑
−

=

π
−

=
1N

0k

N
kn2j

kp ec)n(x  ,víi n nguyªn: [0..N-1]        (4.1.4) 

víi c¸c hÖ sè: ∑
−

=

π
−

=
1N

0n

N
kn2j

pk e)n(x
N
1c ,víi k nguyªn: [0..N-1]       (4.1.5) 

Tõ (4.1.2), (4.1.3) vµ (4.1.5) ta cã: 

  )k
N
2(X

N
1ck

π
=             (4.1.6) 

⇒  ∑
−

=

π
−π

=
1N

0k

N
kn2j

p e)k
N
2(X

N
1)n(x               (4.1.7) 

Quan hÖ  (4.1.6)  chÝnh lµ c«ng thøc cho phÐp kh«i phôc l¹i tÝn hiÖu tuÇn 

hoµn xp(n) tõ c¸c mÉu cña phæ X(ω). Tuy nhiªn quan hÖ nµy kh«ng thÓ ®¶m b¶o 

®−îc r»ng x(n) hoÆc X(ω) cã thÓ kh«i phôc tõ c¸c mÉu hay kh«ng. §Ó ®¶m b¶o 

®iÒu nµy, cÇn ph¶i kh¶o s¸t quan hÖ gi÷a x(n) vµ xp(n). 

V× xp(n) lµ tÝn hiÖu nhËn ®−îc do sù xÕp chång cña c¸c tÝn hiÖu x(n) ®Æt 

lÖch nhau mét chu kú N. V× vËy x(n) cã thÓ ®−îc kh«i phôc tõ xp(n) nÕu kh«ng cã 

sù “trïm thêi gian” gi÷a c¸c thµnh phÇn cña xp(n). §iÒu nµy ®ßi hái x(n) ph¶i cã 

®é dµi h÷u h¹n L vµ ph¶i nhá h¬n chu kú N cña xp(n). H×nh 4.2 m« t¶ hai tr−êng 

hîp cña tÝn hiÖu xp(n) øng víi c¸c tr−êng hîp N > L vµ N <  L.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 4.2. D∙y kh«ng tuÇn hoµn x(n) vµ d∙y më réng xp(n). 

 

x(n)

n
Lxp(n)

nL N

N>L

xp(n)

nLN0-N

N< L
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Kh«ng lµm mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta cã thÓ xem x(n) lµ mét d·y cã ®é dµi h÷u 

h¹n víi c¸c gi¸ trÞ b»ng kh«ng ngoµi kho¶ng [0 .. L-1]. 

Nh− vËy ta cã: 

 x(n) = xp(n),  0 ≤ n ≤ N-1 

 Cuèi cïng, phæ cña tÝn hiÖu kh«ng tuÇn hoµn rêi r¹c theo thêi gian cã ®é 

dµi h÷u h¹n L cã thÓ kh«i phôc mét c¸ch chÝnh x¸c tõ c¸c mÉu cña nã t¹i c¸c tÇn 

sè ωk = 2kπ/N  nÕu N ≥ L: 

  
⎩
⎨
⎧ −≤≤

=
0

1Nn0)n(x
)n(x p

        (4.1.8) 

⇒  ∑
−

=

π
−π

=
1N

0k

N
kn2j

e)k
N
2(X

N
1)n(x  , víi: 0 ≤ n ≤ N-1                     (4.1.9) 

vµ:   
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⎥
⎦
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⎢
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N
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e
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N
2(Xee)k
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2(X

N
1)(X    

   (4.1.10) 

Tæng cña c¸c phÇn tö trong dÊu ngoÆc vu«ng cña (4.1.10) biÓu diÔn c«ng 

thøc néi suy ®−îc dÞch bëi 2πk/N theo tÇn sè. §Æt: 

2
)1N(j

2
j

2
Nj

2
j

2
j

2
Nj

2
Nj

j

Nj1N

0k

nj e
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−

−
=

−
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==ω ∑    

             (4.1.11) 

⇒  )
N

k2(p)k
N
2(X)(X

1N

0k

π
−ω

π
=ω ∑

−

=
, N≥ L         (4.1.12) 

 Nh− vËy X(ω) cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh th«ng qua c¸c mÉu )k
N
2(X π

 cña nã 

qua c«ng thøc néi suy (4.1.11) vµ (4.1.12). 

 

II. BiÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi c¸c tÝn hiÖu tuÇn hoμn 

II.1. c¸c ®Þnh nghÜa 
a. §Þnh nghÜa biÕn ®æi Fourier rêi r¹c. 

 BiÕn ®æi Fourier rêi r¹c cña c¸c d·y tuÇn hoµn xp(n) cã chu kú N ®−îc ®Þnh 

nghÜa nh− sau: 



http://www.ebook.edu.vn  Bµi gi¶ng Xö lý tÝn hiÖu sè 

 
NNK 
Photocopyable 75

  ∑
−

=

π
−

=
1N

0n

kn
N
2j

pp e)n(x)k(X          (4.1.13) 

§Æt: N
2j

N eW
π

−
=  th× ta cã: 

kn
N
2jkn

N eW
π

−
= vµ 

kn
N
2jkn

N eW
π

− =       (4.1.14) 

⇒  ∑
−

=
=

1N

0n

kn
Npp W)n(x)k(X             (4.1.15) 

§©y chÝnh lµ biÓu thøc cña biÕn ®æi Fourier rêi r¹c. 

VÝ dô: 

 Cho d·y tuÇn hoµn xp(n) víi chu kú N = 10, nh− sau: 

  
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
9n50
4n01

)n(xp  

T×m Xp(k). 

Gi¶i: 

 D¹ng cña xp(n) ®−îc biÓu diÔn nh− sau: 

  

 

 

 

 

 

 

H×nh 4.3. §å thÞ tÝn hiÖu tuÇn hoµn chu kú N=10. 

 

¸p dông biÓu thøc (4.1.15) ta cã: 

  

k
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xp(n)

n104 5-6 -5 



http://www.ebook.edu.vn  Bµi gi¶ng Xö lý tÝn hiÖu sè 

 
NNK 
Photocopyable 76

 
k

10
k

10
sin

k
2

k
2

sin
5)k(Ap ππ

ππ

=  

ta cã: 

  
[ ] )k(j

p
)k(Xargj

pp

4k
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p e)k(Xe)k(X)k(Ae)k(X p ϕ
π

−
===  

ë ®©y:  [ ])k(Xarg)k( p=ϕ  

  )k(A)k(X pp =  

 [ ]{ })k(ASgn1
2

k
5

2)k( p−
π

+
π

−=ϕ  

b. §Þnh nghÜa biÕn ®æi Fourier ng−îc. 

BiÕn ®æi Fourier ng−îc ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

 ∑
−

=

π

=
1N

0k

k
N
2j

pp e)k(X
N
1)n(x      (4.1.16) 

hoÆc: 

 ∑
−

=

−=
1N

0k

kn
Npp W)k(X

N
1)n(x      (4.1.17) 

 

II.2. c¸c tÝnh chÊt cña BiÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi c¸c tÝn 

hiÖu tuÇn hoµn cã chu kú n 
 

a. TÝnh chÊt tuyÕn tÝnh. 

 DFT lµ mét biÕn ®æi tuyÕn tÝnh, tøc lµ nÕu cã hai d·y x1p(n) vµ x2p(n) lµ c¸c 

d·y tuÇn hoµn cã cïng chu kú N vµ x3p(n) lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña hai d·y trªn: 

  x3p(n) = a.x1p(n) + b.x2p(n) 

th× ta cã: 

  DFT[x3p(n)] = X3p(k) = a.X1p(k) + b.X2p(k)      (4.1.18) 

trong ®ã:  DFT[x1p(n)] = X1p(k)  vµ DFT[x2p(n)] = X2p(k) 

b. TÝnh chÊt trÔ. 

 NÕu xp(n) lµ d·y tuÇn hoµn cã cïng chu kú N víi DFT[xp(n)] = Xp(k), vµ 

d·y xp(n + n0) lµ d·y trÔ cña xp(n) còng lµ d·y tuÇn hoµn chu kú N th×: 

  DFT[xp(n+n0)] = )k(XW p
kn

N
0−         (4.1.19) 
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c. TÝnh ®èi xøng 

 NÕu xp(n) lµ d·y tuÇn hoµn cã cïng chu kú N víi DFT[xp(n)] = Xp(k) th×: 

  DFT[x*p(n)] = X*p(-k)          (4.1.20) 

Chøng minh: 

  

[ ]

)k(XW)n(x

W)n(xW)n(x)n(xDFT

p

*1N

0n

kn
Np

**1N

0n

kn
N

*
p

1N

0n

kn
N

*
p

*
p

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

∑

∑∑

−

=

−

−

=

−

=
 

T−¬ng tù ta còng cã: 

  DFT[x*p(-n)] = X*p(k)          (4.1.21) 

Chøng minh: 
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®æi biÕn m = - n ta ®−îc: 
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do tÝnh tuÇn hoµn chu kú N cña xp(n) vµ km
NW− nªn ta cã: 
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Vµ: 

  [ ]{ } [ ])k(X)k(X
2
1)n(xReDFT *

ppp −+=        (4.1.22) 

  [ ]{ } [ ])k(X)k(X
j2

1)n(xImDFT *
ppp −−=     (4.1.23) 

 

Chøng minh: 

  xp(n) = Re[xp(n)] + j .Im[xp(n)] 

  x*p(n) = Re[xp(n)] - j .Im[xp(n)] 
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vµ: 
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d. TÝch chËp tuÇn hoµn 

 C«ng thøc tÝch chËp ®−îc tr×nh bµy trong ch−¬ng 1: 

  ∑
∞

−∞=
−==

m
21213 )mn(x)m(x)n(x*)n(x)n(x  

®−îc gäi lµ tÝch chËp tuyÕn tÝnh. §èi víi tÝch chËp nµy c¸c d·y lµ bÊt kú. Tuy 

nhiªn ë tÝch chËp tuÇn hoµn, chiÒu dµi c¸c d·y tuÇn hoµn lµ v« cïng nh−ng cã c¸c 

chu kú lÆp l¹i gièng nhau, v× thÕ tæng chØ lÊy trong mét chu kú. Vµ ta cã ®Þnh 

nghÜa tÝch chËp tuÇn hoµn nh− sau: 

 TÝch chËp tuÇn hoµn cña hai d·y tuÇn hoµn x1p(n) vµ x2p(n) lµ cã cïng chu 

kú N lµ d·y x3p(n) còng tuÇn hoµn víi chu kú N: 

  ( ) ∑
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=
−==

1N

0m
p2p1p2Np1p3 )mn(x)m(x)n(x*)n(x)n(x      (4.1.24) 

XÐt tÝch chËp tuÇn hoµn trong miÒn k: 

  X3p(k) = X1p(k). X2p(k)           (4.1.25) 

Chøng minh: 
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®æi biÕn: l = n - m, n = l + m vµ v× x2p(n) lµ d·y tuÇn hoµn cã chu kú N, nªn ta cã: 

 

)k(X)k(X

W)l(xW)m(xW)l(x)m(x)k(X

p2p1

1N

0l

kl
Np2

1N

0m
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1Nm
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)ml(k
Np2

1N

0m
p1p3
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== ∑∑∑∑
−

=

−

=

−+−

−=

+
−

=  

e.TÝch cña hai d·y 

 NÕu ta coi tÝch cña hai d·y tuÇn hoµn x1p(n) vµ x2p(n) cã cïng chu kú N lµ 

d·y x3p(n) còng tuÇn hoµn víi chu kú N: 

  x3p(n) = x1p(n).x2p(n) 

th× ta cã: 

  ( ) ∑
−

=
−==

1N

0m
p2p1p2Np1p3 )mk(X)m(X

N
1)n(X*)n(X)k(X     (4.1.26) 
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Nh− vËy, tÝch ®¹i sè trong miÒn n th× t−¬ng øng víi tÝch chËp trong miÒn k. 

f. T−¬ng quan tuÇn hoµn. 

 NÕu ta cã hai d·y tuÇn hoµn x1p(n) vµ x2p(n) víi cïng chu kú N th× hµm 

t−¬ng quan chÐo cña chóng sÏ ®−îc tÝnh to¸n trªn mét chu kú theo biÓu thøc sau: 

   ∑
−

=
−=

1N

0m
p2p1xx )nm(x)m(x)n(r

p2p1
       (4.1.27) 

Nh− vËy, hµm t−¬ng quan chÐo cña hai d·y còng lµ mét d·y tuÇn hoµn víi 

chu kú N. 

XÐt trong miÒn k: 

   )k(X).k(X)k(R ppxx p2p1
−=         (4.1.28) 

 

III. BiÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi c¸c d∙y kh«ng tuÇn 

hoμn cã chiÒu dμi h÷u h¹n 
III.1. C¸c ®Þnh nghÜa 

Nh− ®· ®Ò cËp ®Õn trong phÇn lÊy mÉu trong miÒn tÇn sè, mét d·y x(n) 

kh«ng tuÇn hoµn vµ cã chiÒu dµi h÷u h¹n N, ta ký hiÖu lµ x(n)N sÏ nhËn ®−îc b»ng 

c¸ch trÝch ra mét chu kú N cña d·y tuÇn hoµn xp(n) cã chu kú N: 

  
⎩
⎨
⎧

−><

−≤≤
=

1Nn,0n0

1Nn0)n(x
)n(x p

N  

§Ó nhËn ®−îc d·y x(n)N ta cã thÓ sö dông mét d·y ch÷ nhËt: 

   
⎩
⎨
⎧

−><
−≤≤

=
1Nn,0n0

1Nn01
)n(rectN  

vµ thùc hiÖn tÝch: 

  x(n)N = xp(n).rectN(n) 

Trong miÒn k, ®èi víi d·y X(k) cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 

  
⎩
⎨
⎧

−><

−≤≤
=

1Nn,0n0

1Nn0)k(X
)k(X p

 

vµ:  X(k) = Xp(k).rectN(k) 

 H¬n n÷a, biÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi d·y tuÇn hoµn cã chu kú N chØ 

tÝnh trong mét chu kú råi kÕt qu¶ ®ã ®−îc tuÇn hoµn ho¸ tõ - ∞ ®Õn +∞ víi chu kú 

N ®Ó lµm ®Þnh nghÜa cho biÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi d·y cã chiÒu dµi h÷u h¹n 

N nh−ng kh«ng ®−îc thùc hiÖn tuÇn hoµn ho¸ mµ chØ lÊy tõ 0 ®Õn N-1. 
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 Nh− vËy, biÕn ®æi Fourier rêi r¹c (DFT) ®èi víi c¸c d·y kh«ng tuÇn hoµn 

cã chiÒu dµi h÷u h¹n N ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

a. BiÕn ®æi Fourier thuËn: 

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−><

−≤≤
= ∑

−

=

1Nn,0n0

1Nk0W)n(x
)k(X

1N

0n

kn
N           (4.3.1) 

b. BiÕn ®æi Fourier ng−îc: 

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−><

−≤≤
= ∑

−

=

−

1Nk,0k0

1Nk0W)k(X
N
1

)n(x

1N

0k

kn
N          (4.3.2) 

 ë ®©y ta gäi X(k) lµ phæ rêi r¹c cña tÝn hiÖu x(n), nÕu biÓu diÔn d−íi d¹ng 

modun vµ argument ta cã: 

  )k(je)k(X)k(X ϕ=  

  ϕ(k) = arg[X(k)]              (4.3.3) 

trong ®ã: ⏐X(k)⏐ gäi lµ phæ rêi r¹c biªn ®é vµ ϕ(k) gäi lµ phæ rêi r¹c pha. 

VÝ dô 1: 

 T×m DFT cña d·y cã chiÒu dµi h÷u h¹n x(n) sau: 

  x(n) = δ(n) 

Gi¶i: 

 Tr−íc hÕt ta chän chiÒu dµi cña d·y, gi¶ sö lµ N. VËy d·y x(n) cã d¹ng: 

 

 

 

 

 

 

  (a)       (b) 

H×nh 4.4. a- BiÓu diÔn cña d∙y x(n), b- BiÓu diÔn cña phæ rêi r¹c biªn ®é 

 

Khi ®ã X(k) ®−îc tÝnh nh− sau: 

  
⎩
⎨
⎧

−><
−≤≤

=δ= ∑
−

= 1Nk,0k0
1Nk01

W)n()k(X
1N

0n

kn
N  

VËy phæ biªn ®é rêi r¹c vµ phæ pha rêi r¹c lµ: 

⏐X(k)⏐

kN-1 210-1

x(n) 

nN-12 1 0 -1 
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⎩
⎨
⎧

−><
−≤≤

=
1Nk,0k0

1Nk01
)k(X    

  ϕ(k) = 0. 

D¹ng cña ⏐X(k)⏐ ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh 4.4b.  

VÝ dô 2: 

 T×m DFT cña d·y cã chiÒu dµi h÷u h¹n x(n) sau, víi a < 1: 

  
⎩
⎨
⎧ −≤≤

=
0

1Nn0a)n(x
n

   

Gi¶i: 

 Theo ®Þnh nghÜa DFT ta cã: 
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VËy:  
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III.2. C¸c tÝnh chÊt cña biÕn ®æi Fourier rêi r¹c ®èi víi c¸c d∙y 

chiÒu dµi h÷u h¹n  
 Trong phÇn I, cho thÊy DFT chÝnh lµ tËp hîp N mÉu {X( 2πk/N)} cña biÕn 

®æi Fourier X(ω) cña d·y {x(n)} víi ®é dµi h÷u h¹n L ≤ N. ViÖc lÊy mÉu cña 

X(ω) ®−îc thùc hiÖn t¹i N tÇn sè c¸ch ®Òu nhau vµ th«ng qua N mÉu. Vµ ta ®· cã 

®−îc DFT, IDFT cña d·y x(n). Trong phÇn nµy ta sÏ xÐt mét sè tÝnh chÊt quan 

träng cña DFT. Ngo¹i trõ mét sè tÝnh chÊt riªng, vÒ c¬ b¶n c¸c tÝnh chÊt nµy còng 

gièng c¸c tÝnh chÊt cña biÕn ®æi Fourier. C¸c tÝnh chÊt cña DFT cã mét vai trß rÊt 

quan träng khi gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n trong thùc tÕ. 

 

a. TÝnh chÊt tuyÕn tÝnh 

 DFT lµ mét biÕn ®æi tuyÕn tÝnh, tøc lµ nÕu ta cã hai d·y chiÒu dµi h÷u h¹n 

x1(n) vµ x2(n) vµ d·y x3(n) lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña hai d·y nµy, th×: 

  X3(k) = a.X1(k) + b.X2(k)             (4.3.4) 

Chó ý: nÕu chiÒu dµi cña d·y x1(n) vµ x2(n) kh¸c nhau th× ta ph¶i chän chiÒu dµi 

cña d·y x3(n) nh− sau: 

  L[x3(n)] = N3 = max[N1, N2] 

vµ tÊt c¶ c¸c DFT[x1(n)],  DFT[x2(n)] vµ DFT[x3(n)] ®Òu ph¶i tÝnh trªn N3 mÉu. 

 

b. TrÔ vßng 

 Tr−íc hÕt ta xÐt hai vÝ dô sau nh»m so s¸nh trÔ tuyÕn tÝnh vµ trÔ tuÇn hoµn: 

VÝ dô 1. Cho d·y x(n) sau:   

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−

=
0

4n0
4
n1

)n(x   

T×m trÔ tuyÕn tÝnh x(n-2) vµ x(n+2) 

 

Gi¶i: Ta gi¶i b»ng ph−¬ng ph¸p ®å thÞ nh− h×nh sau: 
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VÝ dô 2. Cho d·y xp(n) tuÇn hoµn víi chu kú N = 4 sau:   

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−

=
0

4n0
4
n1

)n(xp   

T×m trÔ tuÇn hoµn  xp(n-2) vµ xp(n+2) sau ®ã lÊy ra mét chu kú cña c¸c d·y nµy. 
 

Gi¶i: Ta gi¶i b»ng ph−¬ng ph¸p ®å thÞ nh− h×nh sau: 
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ë ®©y ta dïng c¸c ký hiÖu: 

  x(n ± n0): TrÔ tuyÕn tÝnh 

  xp(n ± n0): TrÔ tuÇn hoµn chu kú N 

  x(n ± n0)N: TrÔ vßng víi chiÒu dµi N 

Qua hai vÝ dô trªn ta thÊy:  

 NÕu trÝch ra mét chu kú (tõ 0 ®Õn N-1) cña trÔ tuÇn hoµn chu kú N th× ta sÏ 

®−îc trÔ vßng x(n ± n0)N, so s¸nh víi trÔ tuyÕn tÝnh x(n ± n0) th× ta thÊy r»ng nÕu 

c¸c mÉu cña trÔ tuyÕn tÝnh v−ît ra ngoµi kho¶ng [0, N-1] th× nã sÏ vßng vµo bªn 

trong kho¶ng ®ã ®Ó sao cho d·y cã chiÒu dµi h÷u h¹n x(n)N x¸c ®Þnh trong kho¶ng  

[0, N-1] th× trÔ vßng cña nã x(n ± n0)N x¸c ®Þnh trong kho¶ng [0, N-1] chø kh«ng 

®−îc v−ît ra ngoµi kho¶ng ®ã. 

 VËy trÔ vßng t−¬ng øng víi viÖc ho¸n vÞ vßng c¸c mÉu cña d·y x(n)N trong 

kho¶ng [0, N-1] vµ ®−îc biÓu diÔn nh− sau: 

  x(n) = x(n)N = xp(n).rectN(n) 

  x(n ± n0)N = xp(n ± n0)rectN(n)           (4.3.5) 

B¶n chÊt cña trÔ vßng cã thÓ ®−îc minh ho¹ nh− sau: 
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§Ó x¸c ®Þnh trÔ vßng trong miÒn k, do tÝnh ®èi ngÉu nªn trong miÒn k trÔ 

vßng còng cã b¶n chÊt t−¬ng tù nh− trong miÒn n, tøc lµ: 

  X(k) = Xp(k).rectN(k) 

  X(k - n0)N = Xp(k - n0).rectN(k)            (4.3.6) 

vµ: 

  [ ] )k(XW)nn(xDFT 0kn
NN0 =−                  (4.3.7) 

trong ®ã:  DFT[x(n)]         = X(k) 

 

Chøng minh: 

 Ta cã: [ ] )k(XW)nn(xDFT p
kn
NN0p

0=−  

NÕu c¶ hai vÕ ta ®Òu lÊy ra mét chu kú [0, N-1]: 

  x(n - n0)N = xp(n - n0).rectN(n) 

  X(k) = Xp(k ).rectN(k)             

VËy ta cã:    [ ] )k(XW)nn(xDFT 0kn
NN0 =−  

 

c. TÝnh ®èi xøng 

TÝnh ®èi xøng cña DFT cã thÓ nhËn ®−îc b»ng c¸ch ¸p dông ph−¬ng ph¸p 

®· ®−îc sö dông ®èi víi biÕn ®æi Fourier. Trong tr−êng hîp tæng qu¸t, d·y x(n) 

cã chiÒu dµi h÷u h¹n N vµ DFT cña nã ®Òu cã gi¸ trÞ phøc. Khi ®ã, c¸c d·y nµy cã 

thÓ ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng: 

 x(n) = Re[x(n)] +j .Im[x(n)] 

vµ   X(k) = Re[X(k)] +j .Im[X(k)] 

  X*(k) = X(-k) = Re[X(k)] -j .Im[X(k)] 

x’(1) 

x’(2)

x’(3) 

x’(0)0
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2 x(2) 

x(3) 

x(0)02 
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x(1) 
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Tõ c¸c biÕn ®æi Fourier thuËn vµ nghÞch (DFT, IDFT) ta cã: 

 [ ] [ ] [ ]∑
−

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

+
π

=
1N

0n N
kn2sin)n(xIm

N
kn2cos)n(xRe)k(XRe         (4.3.8) 

 [ ] [ ] [ ]∑
−

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

−
π

−=
1N

0n N
kn2cos)n(xIm

N
kn2sin)n(xRe)k(XIm         (4.3.9) 

vµ 

 [ ] [ ] [ ]∑
−

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

−
π

=
1N

0k N
kn2sin)k(XIm

N
kn2cos)k(XRe

N
1)n(xRe     (4.3.10) 

 [ ] [ ] [ ]∑
−

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

+
π

=
1N

0k N
kn2cos)k(XIm

N
kn2sin)k(XRe

N
1)n(xIm     (4.3.11) 

• D∙y cã gi¸ trÞ thùc: 

 NÕu x(n) lµ d·y thùc th×  ta cã: 

  X(N- k) = X*(k) = X(-k)          (4.3.12) 

⇒  ⏐X(N- k)⏐=⏐X(k)⏐ vµ arg[X(N-k)] = - arg[X(k)] 

vµ  x(n) cßn ®−îc x¸c ®Þnh theo (4.3.10), lµ mét d¹ng kh¸c cña IDFT. 

• TÝn hiÖu ch½n vµ thùc: 

 NÕu x(n) lµ d·y ch½n vµ thùc, th×  ta cã: 

  x(n) = x(- n) = x(N-n)            (4.3.13) 

Tõ hÖ thøc (4.3.10) ta cã Im[X(k)] = 0 vµ do vËy DFT trë thµnh: 

  ∑
−

=

π
=

1N

0n N
kn2cos)n(x)k(X                 (4.3.14) 

lµ mét d·y ch½n. Do Im[X(k)] = 0 nªn IDFT trë thµnh: 

 ∑
−

=

π
=

1N

0k N
kn2cos)k(X

N
1)n(x                    (4.3.15) 

• TÝn hiÖu lÎ vµ thùc: 

 NÕu x(n) lµ d·y lÎ vµ thùc, th×  ta cã: 

  x(n) = -x(- n) = -x(N-n)            (4.3.16) 

Tõ hÖ thøc (4.3.10) ta cã Re[X(k)] = 0 vµ do vËy DFT trë thµnh: 

  ∑
−

=

π
−=

1N

0n N
kn2sin)n(xj)k(X           (4.3.17) 

lµ mét d·y lÎ, phøc thuÇn tuý. Vµ do ®ã, IDFT trë thµnh: 
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• D∙y phøc thuÇn tuý: 

 [ ] [ ]∑
−

=

π
=

1N

0n N
kn2sin)n(xIm)k(XRe                 (4.3.19) 

 [ ] [ ]∑
−

=

π
=

1N

0n N
kn2cos)n(xIm)k(XIm                (4.3.20) 

NÕu Im[x(n)] lµ lÎ th× Im[X(k)] = 0 vµ do vËy X(k) lµ thùc thuÇn tuý. NÕu 

Im[x(n)] lµ ch½n th× Re[X(k)] = 0 vµ do vËy X(k) lµ phøc thuÇn tuý. 

d. TÝch chËp vßng. 

 Gi¶ sö x1(n) vµ x2(n) lµ hai d·y cã ®é dµi h÷u h¹n N víi c¸c DFT t−¬ng øng 

lµ: 

  ∑
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11 e)n(x)k(X  vµ ∑
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22 e)n(x)k(X  

Gäi X3(k) lµ tÝch cña hai DFT trªn: X3(k) = X1(k). X2(k); Lµ DFT cña x3(n). 

Ta sÏ t×m quan hÖ gi÷a x3(n) víi x1(n) vµ x2(n). 

 BiÕn ®æi Fourier ng−îc cña X3(k) lµ: 

  

[ ]
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⎦
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⎦
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⎢
⎣
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=
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=
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=
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=
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0k

N/k)lnm(2j
1N

0l
2

1N

0n
1

1N

0k

N/mk2j
1N

0l

N
kl2j

2

1N

0n

N/nk2j
1

1N

0k

N/mk2j
21

1N

0k

N/mk2j
33

e)l(x)n(x
N
1

ee)l(xe)n(x
N
1

e)k(X).k(X
N
1e)k(X

N
1)m(x

  (4.3.21) 

Trong ®ã, tæng biÓu diÔn bëi biÓu thøc trong ngoÆc vu«ng cña (4.3.21) cã gi¸ trÞ: 

  
( )( )

⎩
⎨
⎧ −=+−=

=∑
−

=

−−π

Other0
nmpNnmlN

e N
1N

0k

N/k)lnm(2j  

Thay vµo (4.3.21) ta ®−îc: 

  ( ) 1N...,2,1,0m)nm(x)n(x)m(x N2

1N

0n
13 −=−= ∑

−

=
        (4.3.22) 

BiÓu thøc (4.3.22) cã d¹ng cña mét tÝch chËp. Tuy vËy, ®©y kh«ng ph¶i lµ 

mét tÝch chËp biÓu diÔn quan hÖ gi÷a ®¸p øng vµ kÝch thÝch cña hÖ thèng tuyÕn 

tÝnh bÊt biÕn. Trong tÝch chËp nµy, cã chøa chØ sè (m-n)N ®Æc tr−ng cho tÝnh dÞch 

vßng, v× vËy c«ng thøc (4.3.22) ®−îc gäi lµ tÝch chËp vßng. Nh− vËy tÝch c¸c DFT 
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cña hai d·y sÏ t−¬ng ®−¬ng víi tÝch chËp vßng cña hai d·y trong miÒn biÕn sè ®éc 

lËp tù nhiªn n. 

VÝ dô: TÝch tÝch chËp vßng cña hai d·y sau:  

  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=
↑

1212)n(x1  vµ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=
↑

4321)n(x2  

Gi¶i: 

 §Ó tÝnh tÝch chËp vßng cña hai d·y, ta sÏ tiÕn hµnh qua hai ph−¬ng ph¸p 

sau: 

• PP1: Sö dông c¸c phÐp biÕn ®æi DFT vµ IDFT. 

Ta cã: 

∑
=

π−π−π−π− =+++==
3

0n

2/k3jkj2/kj4/nk2j
11 )3,2,1,0k(,ee.2e2e)n(x)k(X  

⇒ X1(0) = 6;  X1(1) = 0;  X1(2) = 2;  X1(3) = 0. 

∑
=

π−π−π−π− =+++==
3

0n

2/k3jkj2/kj4/nk2j
22 )3,2,1,0k(,e.4e.3e.21e)n(x)k(X  

⇒ X2(0) = 10;  X2(1) =-2 + j .2;  X2(2) = -2;  X2(3) = -2 - j .2. 

⇒ X3(0) = 60;  X3(1) = 0;  X3(2) = - 4;  X3(3) = 0. 

theo ®Þnh nghÜa biÕn ®æi Fourier ng−îc ta cã: 

 ∑
=

π−π =−==
3

0k

nj4/nk2j
33 )3,2,1,0n(),e460(

4
1e)k(X

4
1)n(x  

⇒ x3(0) = 14;  x3(1) = 16;  x3(2) = 14;  x3(3) = 16. 

• PP2: M« t¶ c¸c mÉu cña tõng d·y th«ng qua c¸c ®iÓm trªn hai vßng trßn kh¸c 

nhau. C¸ch m« t¶ nµy nh− thÓ hiÖn trªn h×nh 4.5a, chiÒu d−¬ng ®−îc quy −íc lµ 

ng−îc chiÒu kim ®ång hå.   

 +. Víi m = 0, ta cã:  ∑
=

−=
3

0n
4213 ))n((x)n(x)0(x  

H×nh 4.5b m« t¶ vÞ trÝ c¸c mÉu cña d·y biÕn sè ®¶o x((-n))4 trªn ®−êng trßn. 

C¸c vÞ trÝ nµy nhËn ®−îc b»ng c¸ch vÏ c¸c ®iÓm mÉu theo chiÒu ©m; vµ ta nhËn 

®−îc:   x3(0) = 14. 

 +. Víi m = 1, ta cã:   ∑
=

−=
3

0n
4213 ))n1((x)n(x)0(x  



http://www.ebook.edu.vn  Bµi gi¶ng Xö lý tÝn hiÖu sè 

 
NNK 
Photocopyable 89

D·y x2((1-n))4 nhËn ®−îc b»ng c¸ch quay c¸c ®iÓm cña x2((-n))N ®i mét 

®¬n vÞ thêi gian theo chiÒu d−¬ng, h×nh  4.5c m« t¶ vÞ trÝ c¸c mÉu cña d·y biÕn sè 

®¶o x2((1-n))4 trªn ®−êng trßn, vµ nhËn ®−îc:  x3(1) = 16. 

 T−¬ng tù, (c¸c h×nh 4.5d vµ e) ta còng x¸c ®Þnh ®−îc c¸c gi¸ trÞ c¸c mÉu 

cßn l¹i: x3(2) = 14  vµ  x3(3) = 16. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x2(0) =1x1(2) =2 

x1(3) =1 

x1(0) =2

x1(1) =1 x2(1) =2 

x2(2) =3 

x2(3) =4 

x2(n)  x1(n)  

2 x2(2) =3 

x2(1) =2 

x2(0) =1 

x2(3) =4 4

6

2

x1(n)x2((-n))4  x2((-n))4  

 D·y tÝch   D·y biÕn ®¶o

4 x2(3) =4 

x2(2) =3 

x2(1) =2

x2(0) =1 1 

8 

3

x1(n)x2((1-n))4  x2((1-n))4  

 D·y tÝch   D·y biÕn ®¶o quay 1 ®¬n vÞ 

3 x2(0) =1 

x2(3) =4 

x2(2) =3 

x2(1) =2 4

1

8

x1(n)x2((2-n))4  x2((2-n))4  

D·y tÝch   D·y biÕn ®¶o quay 2 ®¬n vÞ 

4 x2(1) =2 

x2(0) =1 

x2(3) =4 

x2(2) =3 6

2

2

x1(n)x2((3-n))4  x2((3-n))4  

D·y tÝch   D·y biÕn ®¶o quay 3 ®¬n vÞ 

(e)

(d)

(c)

(b)

(a)
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H×nh 4.5. TÝch chËp vßng cña hai d∙y. 

 

IV. HiÖu øng h¹n chÕ ®é dμi tÝn hiÖu ®Ó ph©n tÝch Fourier  
 

Ta ®· biÕt r»ng mét tÝn hiÖu cã ®é dµi h÷u h¹n N cã thÓ ®−îc biÓu diÔn mét 

c¸ch ®Çy ®ñ th«ng qua phÐp biÕn ®æi Fourier rêi r¹c DFT. Tuy vËy, khi c¸c tÝn 

hiÖu cã ®é dµi qu¸ lín hoÆc v« h¹n th× viÖc x¸c ®Þnh biÕn ®æi Fourier rêi r¹c cña 

nã lµ kh«ng thÓ thùc hiÖn ®−îc. Trong tr−êng hîp nµy, ta cÇn lÊy mét ®o¹n thÝch 

hîp nhÊt cña tÝn hiÖu víi mét ®é dµi cho phÐp ®Ó thùc hiÖn biÕn ®æi DFT. Khi ®ã 

râ rµng r»ng ph−¬ng ph¸p DFT chØ cho ra mét kÕt qu¶ xÊp xØ cña tÝn hiÖu. ë ®©y, 

ta xem xÐt vÊn ®Ò h¹n chÕ ®é dµi cña tÝn hiÖu vµ c¸c hiÖu øng ph¸t sinh do viÖc sö 

dông ph−¬ng ph¸p DFT ®èi víi d·y ®· ®−îc h¹n chÕ vÒ ®é dµi. 

NÕu tÝn hiÖu cÇn ph©n tÝch lµ tÝn hiÖu t−¬ng tù th× tr−íc tiªn tÝn hiÖu nµy 

cÇn ®−îc chuyÓn qua bé läc ®Ó lo¹i bá c¸c nhiÔu (hoÆc c¸c thµnh phÇn cña tÇn sè 

kh«ng cÇn thiÕt) vµ sau ®ã ®−îc lÊy mÉu víi tÇn sè F s≥2B, víi B lµ ®é réng cña 

d¶i th«ng. Nh− vËy tÇn sè cao nhÊt cña hµi thµnh phÇn cã chøa tÝn hiÖu khi lÊy 

mÉu lµ F s /2. §Ó cã thÓ h¹n chÕ ®é dµi cña tÝn hiÖu ®· ®−îc lÊy mÉu, gi¶ sö chØ xÐt 

tÝn hiÖu trong mét kho¶ng thêi gian h÷u h¹n T 0 = NT, trong ®ã N lµ sè l−îng mÉu 

vµ T lµ kho¶ng thêi gian gi÷a hai lÇn lÊy mÉu (chu kú lÊy mÉu). Kho¶ng thêi gian 

lÊy mÉu nµy vÒ nguyªn t¾c sÏ h¹n chÕ ®é ph©n gi¶i vÒ tÇn sè; nghÜa lµ nã sÏ h¹n 

chÕ kh¶ n¨ng ph©n biÖt ®èi víi c¸c thµnh phÇn tÇn sè mµ kho¶ng c¸ch gi÷a chóng 

nhá h¬n 1/ T 0 = 1/NT trong miÒn tÇn sè.  

Gi¶ sö r»ng {x(n)} lµ tÝn hiÖu cÇn ph©n tÝch. Cã thÓ thÊy viÖc giíi h¹n ®é 

dµi cña d·y {x(n)} víi N mÉu trong kho¶ng n0 ≤ n ≤ n0 + N-1 , sÏ t−¬ng ®−¬ng víi 

viÖc nh©n tÝn hiÖu nµy víi mét hµm cöa sæ víi ®é dµi N (®Ó ®¬n gi¶n, tõ ®©y ta coi 

n0 = 0, khi ®ã c¸c kÕt qu¶ víi n0 <> 0 sÏ nhËn ®−îc b»ng c¸ch ¸p dông tÝnh chÊt 

trÔ vµ dÞch chuyÓn. Vµ khi ®ã kho¶ng x¸c ®Þnh cña N mÉu sÏ lµ: 0 ≤ n ≤ N-1). 

NghÜa lµ: 

Trong ®ã  
⎩
⎨
⎧

≠
−≤≤

==
n0

1Nn0)n(x
)n(w)n(x)n(xN  

ViÖc nh©n tÝn hiÖu víi hµm cöa sæ theo thêi gian t−¬ng ®−¬ng víi viÖc lÊy 

tÝch chËp phæ cña tÝn hiÖu x(n) víi phæ cña cöa sæ: 
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  )e(W*)e(X'd)e(W)e(X
2
1)e(X jj)'(j'jj

N
ωω

π

π−

ω−ωωω =ω
π

= ∫  

trong ®ã: XN(ej ω), X(ej ω) vµ W(ej ω) lµ c¸c biÕn ®æi Fourier t−¬ng øng cña xN 

Víi tÝn hiÖu xN(n), chóng ta cã thÓ ¸p dông DFT v× nã cã chiÒu dµi h÷u 

h¹n. C¸c hÖ sè XN(ej ω) cña DFT lóc nµy sÏ biÓu diÔn gÇn ®óng cho c¸c mÉu cña 

X(ej ω). §Ó ®¸nh gi¸ møc ®é xÊp xû, chóng ta ph¶i ®¸nh gi¸ tÝch chËp trªn ®©y, 

theo tõng kiÓu cöa sæ quan s¸t. 

 VÊn ®Ò thø hai lµ sè l−îng mÉu N ®−îc chän nh− thÕ nµo vµ vÞ trÝ cöa sæ 

®Æt ë ®©u (tøc lµ t×m n0), còng nh− møc ®é ¶nh h−ëng cña hµm cöa sæ ®· chän. 

 §Ó chän vÞ trÝ cöa sæ, ta ph¶i cÇn biÕt cô thÓ thªm vÒ tÝn hiÖu cÇn ph©n tÝch. 

Nãi chung, nguyªn t¾c chän vÞ trÝ cöa sæ (chän n0) sao cho cöa sæ bao trïm lªn 

phÇn quan träng cña tÝn hiÖu vµ bá qua nh÷ng ®o¹n tÝn hiÖu cã biªn ®é nhá kh«ng 

®¸ng kÓ.  

VÝ dô tÝn hiÖu cã d¹ng: 

  x(n) = a|n|
  víi ⏐a⏐<1 

th× c¸c mÉu cã biªn ®é lín tËp trung ë gèc to¹ ®é. Bëi vËy cöa sæ cÇn ®Æt xung 

quanh gèc to¹ ®é.  

 
a. Hµm cöa sæ ch÷ nhËt 

 Hµm cöa sæ ch÷ nhËt ®−îc biÓu diÔn nh− sau: 

  
⎩
⎨
⎧

≠
−≤≤

==
n0

1Nn01
)n(ctRe)n(w NR  

Trong miÒn tÇn sè, ta cã: 

  2
1Njj

R e

2
sin

2
Nsin

)e(W
−

ω−ω

ω

ω
=  

 

b. Cöa sæ tam gi¸c  

 Trong miÒn n, cöa sæ tam gi¸c ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 
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 Trong miÒn tÇn sè, ta cã: 

  

2
sin

2
2

1N

sin

e
1N

2)e(W 2
1Njj

T ω

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
ω

−
=

−
ω−ω  

c. Cöa sæ Hanning vµ Hamming 

Trong miÒn n, cöa sæ Hanning vµ Hamming ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau: 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

−≤≤
−
π

α−−α
=

n0

1Nn0
1N

n2cos)1(
)n(w H  

- NÕu α = 0,5 ta cã cöa sæ Hanning nh− sau: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

−≤≤
−
π

−
=

n0

1Nn0
1N

n2cos5,05,0
)n(w Han  

- NÕu α = 0,54 ta cã cöa sæ Hamming nh− sau: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

−≤≤
−
π

−
=

n0

1Nn0
1N

n2cos46,054,0
)n(w Ham  

 

Vµ trong miÒn tÇn sè, ta cã: 
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Bëi v× th«ng qua DFT ta cã thÓ biÓu diÔn mét d·y víi ®é dµi h÷u h¹n trong miÒn 

tÇn sè qua c¸c tÇn sè rêi r¹c, do ®ã DFT cã thÓ ®−îc sö dông nh− mét c«ng cô 

tÝnh to¸n trong viÖc ph©n tÝch c¸c hÖ thèng tuyÕn tÝnh vµ ®Æc biÖt cho c¸c bé läc 

tuyÕn tÝnh. Tuy nhiªn kh«ng thÓ tÝnhChóng ta ®· biÕt r»ng, khi mét hÖ thèng víi 

®¸p øng tÇn sè H(ω)  ®−îc kÝch thÝch bëi tÝnh hiÖu ®Çu vµo cã phæ lµ 

y(ω)=X(ω)H(ω). D·y ®Çu ra y(n) ®−îc x¸c ®Þnh tõ phæ cña nã th«ng qua biÕn ®æi 

ng−îc Fourier .tuyvËy, khi tÝnh to¸n ,cã thÓ thÊy vÊn ®Ò n¶y sinh khi sö dông c¸c 

ph−¬ng ph¸p trong miÒn tÇn sè lµ c¶ X(ω), H(ω) vµ Y(ω) ®Òu lµ c¸c hµm liªn tôc 

cña biÕn ω v× vËykh«ng thÓ sö dông m¸y tÝnh sè ®Ó xö lý bëi vÝ m¸y tÝnh chØ cã 

thÓ l−u tr÷ vµ thùc hiÖn c¸c viÖc tÝnh to¸n trªn c¸c gi¸ trÞ rêi r¹c cña tÇn sè . 

Cã thÓ thÊy DFT rÊt thÝch hîp víi viÖc tÝnh to¸n trªn m¸y tÝnh sè vµ cã thÓ 

®−îc sö dông ®Ó thùc hiÖn viÖc läc tuyÕn tÝnh trong miÒn tÇn sè .MÆc dï chóng ta 

®−a ra c¸c thñ tucf tÝnh to¸n trong miÒn th¬× gian nh− tæng chËp ,tuy vËy trong 

miÒn tÇn sè c¸c ph−¬ng ph¸p dùa trªn DFT l¹i tá ra hieeuj qu¶ h¬n nhiÒu so víi 

ph−¬ng ph¸p tæng chËp trong miÒn thêi gian dî tån t¹i mét lo¹t thuËt to¸n míi 

hiÖu qu¶ h¬n .C©c thuËt to¸n nµy ®−îc gäi lµ biÕn ®æi nhanh Fourier(FFT)  vµ sÏ 

®−îc tr×nh bµy trong ch−¬ng 5. 

4.3.1 Sö dung DFT trong läc tuyÕn tÝnh  

MÆc dï tÝch cña hai DFT sÏ t−¬ng ®−¬ng víi tæng chËp vßng  cña hai d·y 

t−¬ng øng ®−îc biÓu diÔn trong  miÒn thêi gian, nh−ng cã thÓ thÊy c«ng thøc cña 

tæng chËp vßng l¹i kh«ng dïng ®−îc trong tr−¬ng hîp cÇn x¸c ®Þnh ®Çu ra cña bé 

läc tuyÕn tÝnh khi ®Çu vµo chÞu sù t¸c ®éng cña tÝn hiÖu. Trong tr−êng hîp nµy 

cÇn ph¶i t×m mét ph−¬ng ph¸p nµo ®ã trong miÒn tÇn sè t−¬ng ®−¬ng víi tæng 

chËp tuyÕn tÝnh. 
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Gi¶ sö x(n) lµ d·y cã ®é dµi h÷u h¹n Lvµ ®−îc t¸c ®éng lªn bé läc tuyÕn 

tÝnh víi ®é dµi M. Kh«ng lµm mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö : 

  x(n)=0  n<0 vµ n≥L 

  h(n)=0  n≤0 vµ n≤M 

ë ®©y h(n) lµ ®¸p øng xung cña bé läc FIR cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh th«ng qua 

tæng chËp cña x(n) vµ h(n): 

  ∑
−

=

−=
1

0
)()()(

M

k
knxkhny

 

Bëi v× x(n) vµ h(n) lµ c¸c d·y víi dé dµi h÷u h¹n do vËy tæng chËp cña 

chóng còng cã ®é dµi h÷u h¹n. Cô thÓ ®é dµi lµ L + M-1. 

Trong miÒn tÇn sè, c«ng thøc t−¬ng ®−¬ng víi 4.3.1 sÏ lµ : 

   Y(ω)=X(ω)H(ω) 

NÕu  d·y y(n) ®−îc biÓu diÔn mét c¸ch duy nhÊt trong miÒn tÇn sè  b»ng 

c¸ch lÊy phæ Y(n) t¹i c¸c tÇn sè rêi r¹c ph©n biÖt nhau th×  sè l−îng c¸c mÉu nµy 

ph¶i b»ng hoÆc lín h¬n  L + M-1. Nh− vËy ®Ó cã thÓ biÓu diÔn y(n) mét c¸ch duy 

nhÊt trong miÒn tÇn sè th× cÇn ph¶I sö dông  DFT víi ®é dµi N≥M+L-1. 

Sau khi lÊy m©ò ta cã: 

   Y(k)≡Y(ω)⏐ω=2πk/N,  k=0,1,,…,N-1 

   Xk)Hω)⏐ω=2πk/N, k=0,1,,…,N-1 

Vµ                         Y(k)=X(k)H(k),                k=0,1,,…,N-1   (4.3.3) 

Trong c«ng thøc (4.3.3) th× X(k) vµ Y(k) lµ c¸c DFT - N ®iÓm cña c¸c d·y 

t−¬ng øng x(n) vµ y(n)  cã ®é dµi h÷u h¹n nhá h¬n N do vËy ta chØ cÇn thªm c¸c 

mÉu kh«ng vµo c¸c d·y ®Ó t¨ng ®é dµi cña chóng lªn N .ViÖc t¨ng ®é dµi cña c¸c 

d·y sÏ kh«ng ¶nh h−ëng ®Õn phæ liªn tôc X(ω) vµ Hω) cña chóng bëi v× c¸c d·y 

nµy lµ c¸c d·y tuÇn hoµn. Tuy vËy, b»ng c¸ch nµy (sö dông  DFT-N ®iÓm) sè 

l−îng mÉu dïng ®Ó biÓu diÔn c¸c d·y trong miÒn tÇn sè ®· v−ît qu¸ sè l−îng nhá 

nhÊt (L hoÆc M). 
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    Bëi v× DFT víi ®é dµi M+L-1 ®iÓm cña d·y ®Çu ra y(n) trong miÒn tÇn 

sè suy ra r»ng cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc  {y(n)} th«ng  qua IDFT sau khi ®· x¸c ®Þnh 

tÝnh cña c¸c DFT – N ®iÓm X(k) vµ H(k). Nh− vËy gièng nh− ®iÒu ®· kh¼ng ®Þnh 

trong phÇn 4.2.2 cã thÓ kÕt luËn r»ng tæng chËp vßng N ®iÓm cña x(n) vµ h(n) sÏ 

t−¬ng ®−¬ng víi tæng chËp tuyÕn tÝnh cña hai d·y nµy. Nãi mét c¸ch kh¸c,b»ng 

c¸ch t¨ng ®é dµi cña hai d·y x(n) vµ h(n) lªn N ®iÓm th«ng qua viÖc ®−a thªm c¸c 

kh«ng vµ tÝnh tæng chËp vßng trªn c¸c d·y míi ta sÏ nhËn ®−îc kÕt qu¶ gièng víi 

tr−êng hîp sö dông tæng chËp tuyÕn tÝnh. Tõ ®©y suy ra víi c¸c mÉu kh«ng ®−îc 

thªm vµo th× DFT cã thÓ   ®−îc sö  dông ®Ó thùc hiÖn viÖc läc tuyÕn tÝnh. 

VÝ dô 4.3.1: Sö dông IDFT vµ DFT h·y x¸c ®Þnh ®¸p øng cña bé läc tuyÕn 

tÝnh. 

H(n) = {1,2,3} 

Khi tÝn hiÖu vµo lµ: 

X(n) = {1,2,2,1 } 

Gi¶i: d·y ®Çu vµo cã ®é dµi L=4 vµ ®¸p øng xung cã ®é dµi M=3. Tæng cËp 

tuyÕn tÝnh cña hai d·y nµy sÏ cho kÕt qu¶ víi ®é dµi lµ N=6. Suy ra r»ng, ®é dµi 

cña c¸c DFT cÇn sö dông Ýt nhÊt ph¶I b»ng 6. 

ë ®©y,  ®Ó ®¬n gi¶n ta sÏ sö dông c¸c DFT – 8 ®iÓm. DFT – 8 ®iÓm cña x(n) 

sÏ lµ: 

X(k)= =∑
=

−
7

0

8/2)(
n

knjenx π 1 + 2E- jπk/4 + 2e –jπk/2 +2e –j3πk/4 , k=0,1,…7 

Tõ ®©y suy ra: 

X(0) =6                         X(1)= 
2

22 +  - j ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
2

234  

X(2) = - 1-j                    X(3) = 
2

22 −  - j ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
2

234  

X(4) = 0                        X(5) = 
2

22 −  - j ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
2

234  

X(6) = - 1+j                   X(7) = 
2

22 +  +j ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
2

234  
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DFT – 8 ®iÓm cña h(n) lµ: 

H(k)= =∑
=

−
7

0

8/2)(
n

knjenh π 1 + 2E- jπk/4 + 3e –jπk/2  

Suy ra: 

H(0) = 6                          H(1) = + 2  -j ( 3+ 2 ) 

H(2) = -2-j2                  H(3) =1- 2 +j ( 3 - 2 ) 

H(4) = 2                       H(5) =1- 2  -j ( 3 - 2 ) 

H(6) =-2 + j2                          H(7) = 1+ 2 +j ( 3+ 2 ) 

TÝch cña 2 DFT võa tÝnh trªn sÏ cho Y(k) vµ do vËy: 

Y(0) = 36               Y(1) = - 14.07 - 17.48             Y(2) = j4 

Y(3) = 0.07 +j0.515    Y(4) = 0             Y(5) = 0.07 - j.0515 

Y(6) = -j4                Y(7) = - 14.07 + j17.48 

Cuèi cïng IDFT - 8 ®iÓm: 

Y(n) = ∑
=

7

0

8/2)(
n

knjekY π ,   n= 0,1,…7 

sÏ cho kÕt qu¶ lµ: y(n) =  {1,4,9.11,8,3,0,0} 

Do d·y y(n) chØ cã s¸u phÇn tö nªn c¸c gi¸ trÞ ®Çu sÏ bÞ lo¹i bá. Hai phÇn tö 

nµy cã gi¸ trÞ b»ng kh«ng bëi v× ta ®· sö dông ®é dµi cña c¸c DFT lµ 8 ®iÓm vµ 

qu¸ møc cÇn thiÕt 2 ®iÓm. 

MÆc dÇu tÝch cña hai DFT t−¬ng øng víi tæng chËp vßng trong miÒn thêi 

gian, tuy nhiªn ta còng thÊy r»ng viÖc ®−a thªm vµo c¸c d·y x(n) vµ h(n) víi mét 

sè l−îng ®ñ c¸c mÉu cã gi¸ trÞ kh«ng ®· lµm cho tæng chËp vßng cã cïng kÕt qu¶ 

víi tæng chËp tuyÕn tÝnh. Trong tr−êng hîp läc FØ cña vÝ dô 4.3.1 th× tæng chËp 

vßng 6 ®iÓm cña c¸c d·y: 

h(n) = {1,2,3,0,0,0,}             (4.3.4) 

x(n) = {1,2,2,1,0,0,}              (4.3.5) 

sÏ cho d·y ®Çu ra:  

y(n) = {1,4,9.11,8,3}             (4.3.6) 

gièng víi d·y nh©n ®−îc b»ng tæng chËp tuyÕn tÝnh. 



http://www.ebook.edu.vn  Bµi gi¶ng Xö lý tÝn hiÖu sè 

 
NNK 
Photocopyable 97

Mét ®iÒu rÊt quan träng cÇn l−u ý lµ khi ®é dµi  cña c¸c DFT nhá h¬n L + 

M - 1 th× kÕt qu¶ nh©n ®−îc sÏ cã sù sai lÖch so víi kÕt qu¶ ®óng. 

VÝ dô d−íi ®©y sÏ ®Ò cËp ®Õn vÊn ®Ò nµy: 

VÝ dô 4.3.2: H·y x¸c ®Þnh d·y y(n) b»ng c¸ch sö dông c¸c FT - 4 ®iÓm ®èi 

víi vÝ dô 4.3.1 

Gi¶i: DFT -4 ®iÓm cña h(n) lµ: 

H(k) = ∑
=

−
3

0

4/2)(
n

kjenh π  

H(k) = 1+ 2e- jπk/2 + 3e- jπk , k= 0,1,2,3 

Suy ra: 

H(0) =6       H(1) =  -2 –j2   H(2) = 2   H(3) = -2 + j2 

DFT-4 ®iÓm cña x(n) lµ: 

X(k) = 1+  2e- jπk/2 +  2e- jπk + 3e- jπk/2  ,   k= 0,1,2,3 

Tõ ®©y suy ra: 

Y(n) = {9,7,9,11} 

KÕt qu¶ nµy còng gièng víi kÕt qu¶ nhËn ®−îc nÕu ta sö dông tæng chËp 

vßng 4 ®iÓm cña h(n) vµ h(n). 

NÕu so s¸nh kÕt qu¶ cña y’(n) nhËn ®−îc tõ DFT-4 ®iÓm víi d·y y(n) nhËn 

®−îc b»ng c¸ch södông DFT-8 ®iÓm ( thùc chÊt chØ cÇn 6 ®iÓm) th× ta sÏ thÊy c¸c 

kÕt qu¶ nµy cã sù sai lÖch nh− ®· ®Ò cËp trong phÇn 4.2.2. Cô thÓ cã thÓ t×m thÊy 

quan hÖ sau: 

y’(0) = y(0) + y(4) =9 

y’(5) = y(1) + y(5) =7 

Trong 4 gi¸ trÞ t×m ®−îc cña y’(n) th× chØ hai gi¸ trÞ ®Çu lµ sai lÖch so víi 

c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng cña y(n). 

Nh− vËy cã thÓ thÊy nÕu x(n) lµ dÉy h÷u h¹n víi ®é dµI L, h(n) lµ d·y h÷u 

h¹n cã ®é dµI M (gi¶ sö L>M) th× khi sö dông c¸c DFT vµ IDFT sÏ cã M-1 gi¸ trÞ 

®Çu bÞ sai lÖch so víi gi¸ trÞ ®óng vµ cÇn ph¶I lo¹i bá. §©y lµ mét kÕt luËn rÊt 

quan träng cßn ®−îc sö dông vÒ sau. 

4.3.2. Läc c¸c d·y sè cã ®é dµI d÷ liÖu lín 
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Trong thùc tÕ, th«ng th−êng bµi to¸n läc tuyÕn tÝnh cña tÝn hiÖu th−êng cã 

d÷ liÖu ®Çu vµo x(n) víi ®é dµi rÊt lín. §iòu nµy l¹i cµng ®óng ®èi víi mét vµi 

øng dông xö lý tÝn hiÖu trong thêi gian thùc cã liªn quan ®Õn viÖc theo dâi vµ 

ph©n tÝch tÝn hiÖu. Khi tÝn hiÖu cã ®é dµi qu¸ lín th× râ rµng viÖc sö dông m¸y 

tÝnh trong qu¸ tr×nh xö lý theo ph−¬ng ph¸p DFT còng gÆp ph¶I mét sè khã kh¨n: 

ViÖc xö lý cã thÓ ®ßi hái mét dung l−îng bé nhø rÊt lín trong khi bé nhí 

cña m¸y tÝnh lµ cã h¹n. 

- Thêi gian tÝnh to¸n qu¸ lín v−ît h¼n thêi gian cho phÐp. 

 §Ó cã ®−îc mét sè mÉu ®Çu tiªn th× ph¶i ®îi cho ®Õn khi kÕt thóc tÊt c¶ 

qu¸n tr×nh tÝnh to¸n. 

§Ó kh¾c phôc c¸c nh−îc ®iÓm nµy, tÝn hiÖu ®©ï vµo cã 

®é dµI lín cÇn ph¶i ®−îc ph©n thµnh c¸c ®o¹n kh¸c nhau víi ®é dµi nhÊt 

®Þnh tr−íc khi thùc hiÖn viÖc xö lý. Bëi v× bé läc lµtuyÕn tÝnh do vËy viÖc xö lý 

c¸c d·y tÝn hiÖu nµy cã thÓ ®−îc tiÕn hµnh ë mçi thêi ®iÓm kh¸c nhau th«ng qua 

DFT. C¸c tÝn hiÖu ®Çu ra nµy sau ®ã ®−îc kÕt hîp víi nhau ®Ó cã thÓ nhËn ®−îc 

®Çu ra t−¬ng ®−¬ng víi tr−êng hîp bé läc ®−îc t¸c ®éng bëi mét tÝn hiÖu ®Çu vµo 

duy nhÊt. 

Dùa vµo viÖc ph©n tÝn hiÖu ®Çu vµo thµnh c¸c ®o¹n cã kÝch th−íc võa ph¶I, 

cã hai ph−¬ng ph¸p DFT hay ®−îc sö dông ®èi víi bé läc FIR tuyÕn tÝnh víi tÝn 

hiÖu vµo cã ®é dµi qu¸ lín. Ph−¬ng ph¸p thø nhÊt ®−îc gäi lµ ph−¬ng ph¸p ®Æt kÒ 

nhau, ph−¬ng ph¸p thø hai ®−îc gäi lµ ph−¬ng ph¸p xÕp chång. Trong c¶ hai 

ph−¬ng ph¸p ta sÏ gi¶ sö bé läc FIR cã ®é dµi lµ M, d·y ®Çu vµo ®−îc chia thµnh 

c¸c d·y con víi ®é dµi mçi d·y lµ L. ë ®©y kh«ng lµm mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö 

r»ng L>>M. 

4.3.2.1. Ph−¬ng ph¸p ®Æt kÒ nhau 
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Theo ph−¬ng ph¸p nµy, ®é dµi cña mçi ®o¹n d÷ liÖu ®Çu vµo sÏ lµ N = L+ 

M – 1, ®é dµi cña DFT vµ IDFT ®−îc sö dông sÏ lµ N. Nh− vËy ®é dµi cña c¸c 

®o¹n d÷ liÖu ®Çu vµo ®· ®−îc t¨ng tõ L lªn L+ M -1. Trong tr−êng hîp nµy, cã thÓ 

xem x(n) nh− lµ tæng cña c¸c d·y thµnh phÇn ®Æt kÒ nhau M-1 ®iÓm vµ mçi d·y 

chøa M-1 ®iÓm cuèi cïng cña d·y tr−íc vµ L ®iÓm d÷ liÖu míi. Riªng d·y ®Çu 

tiªn sÏ ®−îc bæ sung thªm M-1 mÉu kh«ng ®Çu tiªn. Nh− vËy, c¸c d·y d÷ liÖu 

thµnh phÇn cña x(n)sÏ lµ: 

x 1 (n) = {0, 0,..., 0, x(0), x(1),..., x(L-1)}                                    (4.3.7) 

x 2 (n) = {x(L - M + 1),..., x(L-1), x(L),..., x(2L-1)}                    (4.3.8) 

x 3  (n) = {x(2L-M + 1),..., x(2L-1), x(2L),..., x(3L-1)}                 (4.3.9) 

vµ v.v.. 

DFT - N ®iÓm sÏ ®−îc tÝnh ®èi víi mçi d·y thµnh phÇn. §é dµi ®¸p øng 

xung cña bé läc FIR còng ®−îc t¨ng thªm L-1 mÉu kh«ng vµ DFT –N ®iÓm cña 

d·y sÏ ®−îc tÝnh vµ l−u tr÷ l¹i. TÝch cña hai DFt –N ®iÓm {H(k)} vµ {X m (k)} ®èi 

víi mçi d·y d÷ liÖu sÏ cho kÕt qu¶: 

Y’ m (k) = H(k ) X m (k),         k= 0,1,...,N-1    (4.3.10) 

IDFT - N ®iÓm sÏ cho kÕt qu¶: 

y’ m  (n) = y’ m  (0) y’ m  (1)... y’ m  (M-1) y’ m  (M),... y’ m  (N-1)    (4 .3.11) 

Bëi v× DFT vµ IDFT ®−îc sö dông ë ®©y chØ cã ®é dµi cña chuçi ®Çu vµo 

cho nªn theo kÕt luËn trong 4.3.1, M-1 ®iÓm ®Çu tiªn cña d·y kÕt qu¶ nµy sÏ bÞ 

lo¹i bá. L ®iÓm cuèi cïng cña d·y Y’ m (n) sÏ hoµn toµn trïng víi c¸c gi¸ trÞ 

t−¬ng øng ®−îc tÝnh theo tæng chËp tuyÕn tÝnh, nghÜa lµ: 

y’ m (n) = y m (n), n = M,M+1, ..., N-1    (4.3.12) 

ViÖc ph©n ®o¹n d÷ liÖu ®Çu vµo vµ s¾p xÕp c¸c khèi d÷ liÖu ®Çu ra t−¬ng 

øng víi chóng ®Ó nh©n ®−îc d·y d÷ liÖu ®Çu ra kÕt qu¶ ®−îc m« t¶ trªn h×nh 4.10. 

4.3.2.2. Ph−¬ng ph¸p céng xÕp chång  

Theo ph−¬ng ph¸p nµy, kchs th−íc cña mçi d·y thµnh phÇn lµ L ®iÓm vµ ®é 

dµi cña Dft vµ IDFt lµ N = L+M-1. §èi víi mçi d·y thµnh phÇn nµy ta ®−a thªm 
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M-1 mÉu kh«ng vµ tÝnh DFT –N ®iÓm. Nh− vËy c¸c d·y thµnh phÇn ®−îc biÓu 

diÔn nh− sau: 

x 1 (n) = {x(0), x(1),..., x(L-1), 0,0,...,0}     (4.3.13)                     

x 2 (n) = {x(L), x(L+1),..., x(2L-1), 0,0,...,0}    (4.3.14) 

x 3  (n) = {x(2L), ..., x(3L-1), 0,0,...,0}     (4.3.15) 

vµ v.v.. Hai DFT – N ®iÓm ®−îc nh©n víi nhau ®Ó nhËn ®−îc: 

Y m (k) = H(k) X m (k),   k = 0,1,...,N-1     (4.3.16) 

 

 

 

 

DFTlµ ph−¬ng ph¸p gi¸n tiÕp ®Ó tÝnh ®Çu ra cña bé läc tuyÕn tÝnh vµ cho 

®Õn thêi ®iÓm nµy cã thÓ thÊy ph−¬ng ph¸p t−¬ng ®èi phøc t¹p do mét lo¹t c¸c 

thao t¸c cÇn ph¶i ®−îc thùc hiÖn nh− d·y ®Çu vµo cÇn ph¶i ®−îc chuyÓn ®æi sang 

miÒn tÇn sè th«ng qua DFt, nh©n kÕt qu¶ nhËn ®−îc víi DFt cña bé läc FIR vµ 

sau ®ã ®Ó nhËn ®−îc kÕt qu¶ cuèi cïng l¹i ph¶i thùc hiÖn biÕn ®æi ng−îc IDFT 

sang miÒn thêi gian. MÆc dï vËy ph−¬ng ph¸p nµy l¹i cho phÐp sö dông mét thuËt 

to¸n rÊt hiÖu qu¶ (biÕn ®æi nhanh Fourier). So víi viÖc xö lý trùc tiÕp bé läc FIR 

trong miÒn thêi gian, c¸c thuËt to¸n biÕn ®æi nhanh chØ ®ßi hái rÊt Ýt c¸c phÐp to¸n 

®Ó cã thÓ nh©n ®−îc d·y ®Çu ra vµ d©y chuyÒn chÝnh lµ nguyªn nh©n chñ yÕu dÉn 

®Õn viÖc sö dông réng r·i ph−¬ng ph¸p DFt trªn thùc tÕ. C¸c thuËt to¸n biÕn ®æi 

nhanh Fourier sÏ ®−îc giíi thiÖu trong ch−¬ng VI 

4.4. PH©n tÝch tÝn hiÖu trong miÒn tÇn sè b»ng DFt 

Ta ®· biÕt r»ng mét tÝn hiÖu cã ®é dµi h÷u h¹n N cã thÓ ®−îc biÓu diÔn mét 

c¸ch ®Çy ®ñ th«ng qua phÐp biÕn ®æi Fourier rêi r¹c DFt. Tuy vËy, khi c¸c tÝn 

hiÖu cã ®é dµi qu¸ lín hoÆc v« h¹n th× viÖc x¸c ®Þnh biÕn ®æi Fourier rêi r¹c cña 

nã lµ kh«ng thÓ thùc hiÖn ®−îc. Trong tr−êng hîp nµy, ta cÇn lÊy mét ®o¹n thÝch 

hîp nhÊt cña tÝn hiÖu víi mét ®é dµi cho phÐp ®Ó thùc hiÖn biÕn ®æi DFT. Khi ®ã 

râ rµng r»ng ph−¬ng ph¸p DFt chØ cho ra mét kÕt qu¶ xÊp xØ cña tÝn hiÖu. Ë ®©y, ta 



http://www.ebook.edu.vn  Bµi gi¶ng Xö lý tÝn hiÖu sè 

 
NNK 
Photocopyable 101

xem xÐt vÊn ®Ò h¹n chÕ ®é dµi cña tÝn hiÖu vµ c¸c hiÖu øng n¶i sinh do viÖc sö 

dông ph−¬ng ph¸p DFT ®èi víi d·y ®· ®−îc h¹n chÕ vÒ ®é dµi. 

NÕu tÝn hiÖu cÇn ph©n tÝch lµ tÝn hiÖu t−¬ng tù th× tr−íc tiªn tÝn hiªu nµy 

cÇn ®−îc chuyÒn qua bé läc ®Ó lo¹i bá c¸c nhiÔu (hoÆc c¸c thµnh phÇn cña tÇn sè 

kh«ng cÇn thiÕt) vµ sau ®ã ®−îc lÊy mÉu víi tÇn sè F s≥2B, víi B lµ ®é réng cña 

d¶i th«ng. Nh− vËy tÇn sè cao nhÊt cña hai thµnh phÇn cã chøa tÝn hiÖu khi lÊy 

mÉu lµ F s /2. §Ó cã thÓ h¹n chÕ ®é dµi cña tÝn hiÖu ®· ®−îc lÊy mÉu, gi¶ xö chØ 

xÐt tÝn hiÖu trong mét kho¶ng thêi gian h÷u h¹n T 0 = LT, trong ®ã L lµ l−îng mÉu 

vµ T lµ kho¶ng thêi gian g÷a hai lÇn lÊy mÉu ( chu kú lÊy mÉu). Kho¶ng thêi gian 

lÊy mÉu nµy vÒ nguyªn t¾c sÏ h¹n chÕ ®é ph©n gi¶i vÒ tÇn sè ; nghÜa lµ nã sÏ h¹n 

chÕ kh¶ n¨ng ph©n biÖt ®èi víi c¸c thµnh phÇn tÇn sè mµ kho¶ng c¸ch gi÷a chóng 

nhá h¬n 1/ T 0 = 1/LT trong miÒn tÇn sè.  

Gi¶ sö r»ng {x(n)} lµ tÝn hiÖu cÇn ph©n tÝch. Cã thÓ thÊy viÖc giíi h¹n ®é 

dµi cña d·y {x(n)} víi L mÉu trong kho¶ng 0≤ n≤L-1 sÏ t−¬ng ®−¬ng víi viÖc 

nh©n tÝn hiÖu nµy víi mét hµm cöa sæ h×nh ch÷ nhËt (gäi t¾t lµ hµm cöa sæ) víi ®é 

dµi L. NghÜa lµ: 

 X(n) = x(n)ω (n) 

Trong ®ã  
⎩
⎨
⎧

≠
−≤≤

=ω
n0

1Ln01
)n(  

H·y xÐt mét tr−êng hîp ®¬n gi¶n khi d·y x(n ) lµ d·y tÝn hiÖu h×nh sin: 

  X(n)= 
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IV. TÝch chËp nhanh (tÝch chËp ph©n ®o¹n) 
a. Tæng quan 

 §Ó øng dông DFT vµo viÖc tÝnh tÝch chËp kh«ng tuÇn hoµn, tøc tÝch chËp 

tuyÕn tÝnh, tr−íc hÕt cÇn ph©n biÖt hai tr−êng hîp: 

 Tr−êng hîp thø nhÊt khi c¸c d·y chËp víi nhau cã chiÒu dµi gÇn b»ng nhau 

vµ ng¾n. 

 Tr−êng hîp thø hai lµ khi c¸c d·y chËp víi nhau vµ cã chiÒu dµi kh¸c xa 

nhau. 

 Tr−êng hîp thø nhÊt chÝnh lµ tr−êng hîp ®· ®−îc nghiªn cøu ë phÇn trªn. 

Nh−ng trong thùc tÕ, ta th−êng gÆp tr−êng hîp thø hai. ViÖc tÝnh to¸n DFT cña 

d·y cã chiÒu dµi qu¸ lín sÏ bÞ h¹n chÕ bëi vÊn ®Ò dung l−îng bé nhí cña m¸y tÝnh 
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®iÖn tö vµ thêi gian tÝnh to¸n kh«ng ®¶m b¶o. H¬n n÷a, ®Ó cã ®−îc mÉu ®Çu tiªn 

cña kÕt qu¶ ta ph¶i ®îi ®Õn khi kÕt thóc qu¸ tr×nh tÝnh to¸n. 

 §Ó gi¶i quyÕt c¸c vÊn ®Ò trªn, chóng ta ph¶i chia qu¸ tr×nh tÝnh to¸n ra 

thµnh nhiÒu giai ®o¹n. Cã hai ph−¬ng ph¸p gåm c¸c néi dung chÝnh: 

- Chia d·y thµnh nhiÒu d·y con. 

- ChËp tõng d·y con mét 

- Tæ hîp c¸c kÕt qu¶ thµnh phÇn. 

 Gi¶ sö d·y x(n) cã chiÒu dµi N, d·y h(n) cã chiÒu dµi M vµ N >> M. Khi ®ã 

ch©ph cña x(n) vµ h(n) lµ y(n) sÏ cã chiÒu dµi N+ M - 1. NÕu N rÊt lín th× ta 

kh«ng thÓ dïng DFT ®Ó tÝnh trùc tiÕp tÝch chËp nµy ®−îc. V× thÕ, nÕu muèn dïng 

DFT ta ph¶i ph©n d·y x(n) ra lµm nhiÒu ®o¹n nhá. 

 

b. Ph−¬ng ph¸p 1: Céng xÕp chång 

 Gi¶ sö ta cÇn tÝnh tÝch chËp tuyÕn tÝnh 

  y(n) = x(n)*h(n) 

  L[x(n)] = N, L[h(n)] = M vµ  N >> M.  

D·y x(n) ®−îc coij lµ tæng cña c¸c d·y thµnh phÇn xi(n), mµ L[xi(n)] = N1. Tøc lµ: 

  ∑=
i

i )n(x)n(x              (4.4.1) 

víi   
⎩
⎨
⎧

≠
+≤≤

=
n0

N)1i(niN)n(x
)n(x 11

i    

MÆt kh¸c ta cã: 
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)n(y)n(x*)n(h)mn(x)m(h

)mn(x)m(h)mn(x)m(h)n(x*)n(h)n(y
   (4.4.2) 

khi ®ã, yi(n) = h(n)*xi(n) gäi lµ tÝch chËp ph©n ®o¹n, ®©y lµ tÝch chËp tuyÕn tÝnh, 

nÕu dïng DFT th× mçi tÝch chËp ph©n ®o¹n nµy ta ph¶i tÝnh DFT víi chiÒu dµi 

N1+M-1. Tøc lµ ta ph¶i tÝnh tÝch chËp vßng víi chiÒu dµi 2(N1+M-1): 
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